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RtSUMt 
La stabil ité lateral e de poutres soumises a une 
"protension" externe est étudiée par l'application du "Critêre 
Dynamique de Stabilité", à l'aide de la Méthode de Rayleigh -
Ritz. 
Uneétude de bifurcation est entreprise, en tenant 
compte des termes non-linéaires pour un des cas considérés. 
En outre, on fait une discussion de la stabilité basée sur les 
paramêtres de 1 'equation caracteristique obtenue du problême 
des valeurs propses . 
i V 
SINOPSE 
I:'. investigada a estabilidade lateral de hastes 
submetidas a uma pretensão externa aplicando-se o "Critério Di 
nâmico de Estabilidade", via Método de Rayleigh-Ritz. 
Faz-se um estudo de bifurcação tendo-se em conta 
os termos não-! ineares para um dos casos considerados, bem co-
mo a discussão da estabilidade por meio dos parâmetros da equ~ 
ção caracterTstica obtida do problema de autovalores. 
V 
ABSTRACT 
The lateral stability of beams submltted 
to an externai "protenslon" is investlgated by applying the 
"Dynamlc Criteria of Stability", via the Rayleigh-Ritz Method. 
An analysis of bifurcation taklng into 
account the non-linear terms, for one of the considered cases 
is made, as well as a discussion on stabil lty by means of the 
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1. 1 - 1 NTRODUÇÃO H I STÕR I CA 
A grande importância que hoje em dia tem 
sido dada ao estudo da "Dinâmica de Sistemas", em particular ao 
estudo da "Estabilidade do Equilíbrio" mostra a necessidade que 
se tem em desenvolver estudos nesta área de pesquisa . 
As hastes com protensão externa foram cri-
adas no começo ,deste século e sua aplicação foi pouco difundl 
da. Isto se deve, em parte, ao fato de que estes tipos de es-
truturas ainda pouco estudadas são altamente instáveis. A ta-
refa a que nos propomos neste trabalho é justamente esta: rela 
tiva ao estudo da estabi !idade do equilíbrio dessa estrutura 
sem o usual travamento em seu plano de instabilidade. Estas 
estr.uturas são muitas vezes identificadas como "hastes armadas" 
ou "vigas vagão" por se assemelharem com um tipo de estrutura 
componente do chassis de vagões de estrada de ferro. 
As hastes armadas possuem protensão exter-
na, e foi baseado nessa estrutura que se deu origem ao estudo 
da protensão interna comumente usada em engenharia. 
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1.2 - GENERALIDADES 
O problema da flambagem lateral e um pouco 
mais complexo que os estudados em colunas carregadas axialmen-
te. Uma haste de seção delgada e solicitada em seu plano de 
maior rigidez à flexão pode flambar lateralmente se ela não es 
tiver impedida de se deslocar nesta direção, que geralmente e 
horizontal. A solicitação que provoca este fenômeno pode ser 
carregamentos longitudinais e transversais ou os dois simulta-
neamente. A flambagem lateral é de importância no projeto de 
hastes sem travamento lateral especialmente quando a rigidez a 
flexão da haste no plano dos esforços é grande em comparação 
com a rigidez à flexão lateral. 
Se a solicitação estiver abaixo do seu va-
lor crftico, a estrutura será estável, caso contrário ocorrerá 
a instabilidade. Com o acréscimo da solicitação, a configura-
çao da haste torna-se-á instável a partir de um determinado va 
ler (correspondente ao menor modo de vibração). A solicitação 
correspondente a este valor e que nos dá a última alternativa 
possfvel de equilfbrio é a carga crftica da estrutura. 
O problema da flambagem lateral de hastes 
de grande altura e seção retangular foi primeiro considerado 
por Prandtl e Michel 1 l 13 1, Trabalhando independentemente,am-
bos publicaram no mesmo ano a "Teoria da flambagem lateral de 
vigas" submetidas a carregamentos transversais , chegando sub2, 
tancialmente à mesma solução. Novos progressos foram devidos 
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a Timoshenkol 21 que, derivando da equaçao diferencial fundamen 
tal da torção para vigas I simétricas, investigou a flambagem 
lateral 
temente 
de vigas submetidas a cargas transversais. Màis recen 
destaca-se Galambosl 32 I com seu estudo considerando o 
comportamento anelãstico do material. 
1.3 - DESCRIÇÃO DA ESTRUTURA 
A haste com pretensão externa e uma estru-
tura plana, internamente hiperestãtica e isostãtica externamen 
te. Define-se como sendo "grau de redundância" ou "grau de h..!_ 
perestacidade"(g)ao número de vrnculos que é preciso liberar 
para que a estrutura torne-se isostãtica, no caso g=O. Por 
se tratar de uma estrutura internamente hiperestática, é possl 
vel calcular os esforços solicitantes e reações de vrnculos ex 
ternos com as equações da estática. 
O conjunto da estrutura é constitufdo de 
uma haste, um, dois ou mais montantes e um cabo, como mostra a 
figura (1.1). No nosso estudo está se considerando um Único 
montante. 
UM MONTANTE DOIS MONTANTES 
FIGURA ( 1.1 ) 
Existem dois casos em estudo. O primeiro 
trata da situação em que o montante acha-se engastado perfeit~ 
mente à haste (chamado de CASO 1) e a sua extremidade inferior, 
por onde passa o cabo, está livre de sofrer qualquer desloca -
menta, como mostra a figura (3.10). Com a movimentação da es-
trutura, a reaçao que o montante provoca na haste (proveniente 
da tensão no cabo) será considerada como sendo esforço externo, 
muda de posição. Por essa razão nos defrontamos com um probl~ 
ma 11 não conservat i vo' 1 • 
O segundo caso (chamado de CASO li) trata 
da situação em que o montante acha-se ligado à haste atravês 
de uma mola de torção de rigidez K2 e sua extremidade inferi 
or está impedida de sofrer deslocamentos horizontais, como mos 
tra afigura (3.6). 
Para os dois casos existem duas condições 
de vrnculos nas extremidades. Na primeira condição tem-se res 
trição com relação à torção nas duas extremidades. Este víncu 
lo ê uma "espêcie de garfo" que impede a rotação. Na segunda 
condição tem-se o garfo somente em uma extremidade; na 
extremidade existe uma mola de torção de rigidez K1 
outra 
Se K1=o, esta extremidade fica livre para 
girar, se K1="' , haverá um engastamento. A figura (1.2) nos 
dá a idêla dos vrnculos, e a figura (3.5) nos dá a idêia da 









2. 1 - CONCEITO DE ESTABILIDADE 
2. 1. 1 - 1 NTRODUÇÃO 
Distinguem-se dois tipos de estabilidade: 
a) estabilidade material 
b) estabi 1 idade estrutural 
O primeiro tipo é uma condição que só de -
pende das propriedades do material e que se designa por "condi 
ção de estabilidade material". Não iremos nos preocupar com 
este primeiro tipo pois será suposto neste trabalho que o mate 
rial seja estável nos limites a que se propõe este estudo. No 
Apêndice 1 está descrito o que vem a ser a estabilidade materi 
a 1 • 
Consideraremos neste estudo apenas o pro -
blema da estabilidade estrutural. Do ponto de vista prático , 
uma configuração de equilíbrio de um sistema mecânico é dito 
estãve 1 se forças acidentais, choques, vibrações, excentricl 
dades, imperfeições, heterogeneidades, tensões residuais ou o~ 
tros fatores não fazem com que o sistema saia excessiva ou de-
sastrosamente de sua configuração inicial. 
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Caso aconteça o contrário, nos dizemos que 
a configuração e instável e se tem lugar a uma "perda de esta-
bi 1 idade". Ao perder a estabilidade, o sistema pode comportar-
se de diversas formas. Geralmente, tem-se lugar a passagem p~ 
ra um novo estado de equilfbrio, o qual, na maioria dos casos, 
vem acompanhado de grandes deformações e de deformações plástl 
cas. Mui tas vezes, ao perder a estabi 1 idade, a estrutura con-
tinua a se deformar até a ruptura completa. 
Podem ocorrer, finalmente, casos em que o 
sistema perde a estabilidade, do ponto de vista cinemático,pa~ 
sando a oscilar com amplitudes crescentes. Do ponto de vista 
matemático, estabilidade é usualmente interpretada significan-
do que em uma dada configuração de equilfbrio, distúrbios infi 
nitesimais causarão somente deslocamentos infinitesimais. O 
simples fato de que uma montagem estrutural é estável no senti 
do refinado, não significa necessariamente que ela é segura do 
ponto de vista da engenharia. 
Por exemplo, um navio pode ser estável no 
sentido de que pequenas ondas não o façam virar, contudo isto 
pode não ser estável o bastante para que ele possa fazer uma 
viagem através do oceano. Semelhantemente, uma estrutura cons 
titufda de uma casca esférica (DOMO) pode estar no estado de 
equi 1 fbrio estável, contudo uma perturbação apropriada pode cau 
sar o "snap through" (configuração invertida) levando-a a uma 
forma deformada inconveniente ou indesejável. A primeira ilus 
tração indica que a teoria infinitesimal da estabilidade (Teo-
ria de Liapunov) deve ser usada com ressalvas. Com tudo isto, 
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nao obstante, a teoria infinitesimal tem inumeráveis aplicações 
práticas. 
De um modo geral, a palavra "estabilidade" 
é usada de uma maneira clássica, isto é, distúrbios infinitesi 
mais de um sistema estável causam somente deslocamentos infini 
tesimais na configuração espacial: 
O conceito de estabilidade do equilfbrio e 
consideravelmente intuitivo e surgiu logo no desenvolvimento da 
mecânica clássica. O aparecimento em 1744 do problema de Eu -
ler e as contribuições de Lagrange em 1788 deram infcio aos es 
tudos neste campo. No século seguinte, precisamente em 1885 , 
Poincaré havia esboçado a teoria geral da bifurcação, e a defi 
nição de estabilidade foi dada com rigor matemático no tratado 
de Liapunov em 1892. A teoria nao linear da bifurcação para 
sistemas elásticos contfnuos foi apresentada por Koiterlll em 
1945. Um importante estudo linear de sistemas conservativos e 
nao conservativos foi feito por Ziegler em 1956. Uma nova li-
nha de estudo da teoria geral não linear da estabilidade elás-
tica foi iniciada por Thompson em 1963 em termos de coordena -
das generalizadasl 8 1. 
A primeira contribuição significante foi 
de Roorda1 40 1, que examinou os distintos pontos de bifurcação 
da estabilidade elástica em termos gerais. O interesse no es 
tudo do comportamento da estrutura nos pontos de bifurcação e 
nas suas vizinhanças é muito grande e Chilver mostrou que na 
presença de cargas crfticas quase coincidentes, os caminhos de 
9 
equilrbrio pós-crrticos podem exibir violentas distorções1
41
1 
(no caso, deslocamentos ou rotações), as quais desaparecem qua_!! 
do a coincidência completa e obtida. Em sistemas simétricos , 
Supple enfocou com cuidado a "quase coincidência" e mostrou que 
podem surgir bifurcações secundárias em um mesmo caminho pós -
r , , • , l 42 I cr1t1co pr1mar10 . 
Um significante progresso no desenvolvime_!! 
to da teoria geral foi a demonstração de Thompson e WalkerlBI 
que o estudo da perturbação no ponto de bifurcação pode ser 
desenvolvido sem o recurso do esquema de dlagonalização. 
2. 1.2 - ESTABILIDADE DO EQUILÍBRIO 
Seja um sistema mecânico conservativo, cu-
ja configuração espacial é dada pelo conjunto das n coordena 
das generalizadas Qi Assume-se como sendo Única e ponto a 
ponto a correspondência entre o conjunto das coordenadas 




variações não estão sujeitas a restrições. Então, associando 
Q. com um sistema de coordenadas retangulares num espaço Eucli 
1 
deano n-dimensional, pode-se assegurar que qualquer ponto nes-
te espaço de coordenadas Qi corresponde a uma Única configu-
ração espacial admissfvel, e mais, qualquer trajetória neste 
espaço corresponde a um Único movimento espacial admissrvel do 
sistema. 
1 O 
Sendo A o parâmetro de carga podemos di-
zer que este sistema possui uma Única Função Energia Potencial 
Tota 1 II (Q. ,A) 
1 
e uma Única Função Energia Cinética T(Q. ,Q. ,A)= 
1 J 
1 • • • 
= 2 T'J (Qk,A)Qi Qj , ambas sendo contfnuas bem comportadas. 
Estamos interessados na estabilidade do equilfbrio do sistema 
sob várias condições de carregamento, portanto A e um param~ 
tro importante e cuja influência deseja-se estudar. Para um 
valor de A prescrito, a resposta dinâmica do sistema é dete~ 
minada pelas equações de Lagrange e/ou Hamilton. Estas funções 
de energia podem surgir diretamente de um sistema mecânico dis 
ereto, ou indiretamente de um sistema contínuo discretizado de 
alguma forma ou sujeito à decomposição modal. 
Visto que nao há restrições nas variações 
das coordenadas ou das velocidades, o sistema e dito holonômi-
co. E ainda , como nas funções II e T nao aparece explici-
tamente o tempo, dizemos que este sistema é escleronômico. 
Introduzindo-se o conceito de estabilidade 
de Ltapunov relativo ao equilfbrio, vem: 
"O estado de equiHbrio de um sistema mecânico discreto e 
dito estável se durante o movimento provocado por uma pe -
quena perturbação inicial, as velocidades e os deslocamen-
tos permanecem suficientemente pequenos em todo o tempo . 
Se ocorrer o contrário, tem-se a instabilidade. Se, por 
outro lado, o movimento provocado pela perturbação e tal 
que as velocidades e os deslocamentos se aproximam de zero 
quando o tempo tende para infinito, o estado de equilíbrio 
é dito assintoticamente estável". 
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Este conceito estã relacionado com o es 
paço de fase 2n-dimensional. 
Para o caso do equil fbrio estâtico de 
corpos elâsticos, o conceito materializa-se nos dois axiomas a 
baixo: 
Ax i orna 1 : 
"Um valor estacionãrio da energia potencial total com 
relação às coordenadas generalizadas é necessãrio e 
suficiente para o equilfbrio do sistema". 
Este axioma e vâlido para um sistema me 
cânico conservativo. 
Axioma 2 
"Um mfnimo completo relativo da energia potencial to 
tal com respeito às coordenadas generalizadas é ne-
cessãrio e suficiente para a estabilidade de um es-
tado de equilfbrio do sistema". 
Estes axiomas nao podem ser aplicados, 
em geral, para um sistema dinâmico. Percebe-se que não se fez 
referência alguma sobre a Função Energia Cinética nestes dois a 
1 2 
xiomas. A energia cinética nao influi no estado de equilfbrio 
estãtico, mas visto que a estabi lidade,de um modo mais amplo,é 
um conceito dinâmico e relacionada aos movimentos do sistema , 
nós podemos dizer que os efeitos inerciais podem efetivamente 
conduzir a uma desestabilização do sistema, mas pode também con 
duzi r a uma estabi 1 ização. 
Usualmente, uma massa "m" sujeita a um cam 
po gravitacional "g" é substituTda por uma força P=mg Isto 
é. aceitãvel sob condições estâticas, mas sob condições dinâmi -
cas este carregamento P=mg não é adequado. 
Os dois sistemas mecânicos mostrados na fi 
gura (2. 1) têm idênticas funções energia potencial li , mas as 
funções energia cinética T diferem entre si por um fator adi 
tive { mi 2 , onde E e o deslocamento vertical da.massa do sis 
tema. Em virtude destes dois axiomas apresentados, os dois sis 
temas terão a mesma resposta estática, embora suas respostas di 
nâmicas sejam diferentes. 
'11: U - Pl 
T: TIÓj,Ojl 
p. ,ng 




T= TIÓj ,Ójl.J.tmÍ2 
DOIS SISTEMAS COM DIFERENT.ES RESPOSTAS OINÃMIC4S NAS COM IDENTJCAS RESPOSTAS 
ESTÁTICAS. 
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Definimos como posição de equil fbrio está-
vel aquela em que o sistema ao ser desviado de sua posição ini 
cial de uma grandeza arbitrar0mente pequena volta à posição ini 
cial, segundo o conceito de estabi I idade de Liapunov. Em todos 
os casos se supoe que as perturbações da posição de equil rbrio 
são arbitrariamente pequenas. Note-se que pode acontecer que 
um sistema estável "para pequenas perturbações" não seja está -
vel para grandes perturbações. A recfproca já não é verdadeira, 
ou seja, um sistema que é estável para grandes perturbações tam 
bém o é para pequenas perturbações. 
Em vista disto, vamos apresentar uma i lus-
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Na figura 2. 2(a) tem-se a representação do 
equilfbrio dito estável. Quando uma pequena pe~turbação tiran-
do o sistema da sua posição inicial de equilTbrio resulta num 
acréscimo da energia potencial e, como consequência, há a ten -
dência do sistema em voltar à sua posição inicial, assim como 
em 2. 2(a) um mfnimo de II sempre define uma posição estável. 
Na figura 2. 2(b) tem-se a representação do 
equilfbrio dito instável. Dependendo da magnitude da perturba-
1 4 
çao, para a primeira figura de (b) sera instável para qualquer 
magnitude, para a segunda figura de (b) será instável para gran 
des magnitudes, resulta num decréscimo da energia potencial e 
como consêquência há a tendência do sistema em se afastar da p~ 
sição inicial tornando-se "um mecanismo". Um máximo de 1T sem 
predefine ama posição instável. 
Na figura 2.2(c) tem-se um valor estacioni 
rio de 1T e que ocorre no ponto de inflexão. Neste caso o e-
quilfbrio é classificado como sendo Instável, visto que uma pe-
quena perturbação para o lado direito resultará em uma tendência 
a se afastar sempre do ponto de inflexão. Fisicamente, estaco~ 
dição de equilíbrio é muitas vezes estável para pequenos deslo-
camentos e seu comportamento se aproxima ao do quarto caso, fi-
gura 2.t(d),que representa o equilíbrio Indiferente, insensível 
à perturbação de qualquer magnitude. 
2.2 - CRITrRIOS DE ESTABILIDADE 
Os métodos empregados para determinar se 
um sistema em uma dada configuração de equilíbrio é estável ou 
não, dependem dos critérios de estabilidade que serão apresent~ 
dos agora. Basicamente existem três critérios de estabilidade: 
- Critério Estático 
2 - Critério da Energia 
3 - Critério Dinãmico 
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2.2. 1 - CRIT~RIO ESTÃTICO 
O critério estático, também conhecido por 
critério de "Euler ou do Equilfbrio", parte da suposição de que 
devem coexistir distintas configurações de equilfbrlo para uma 
mesma condição de carregamento no instante em que uma configur~ 
ção deixa de ser estável, o que corresponderia a um equilfbrio 
neutro ou indiferente. 
Um exemplo deste critério é o do cálculo 
da haste bi-articulada. A seção transversal é constante, homo-
genea, e tem um comportamento elástico, ou seja, obedece à lei 
de Hooke. ~ o chamado problema de Euler. 
Na figura (2.3), assumindo que a primeira 
forma defletida seja uma possfvel posição de equilfbrio, ela de 
ve satisfazer a equação diferencial linearizada 
p 
y" + TI ·Y = o 
y(O)=O 
e como condições de contorno: 
y(L)=O 
e que tem como solução a expressao: 
B (nllx) ~ n II Yn = sen com = T L EI 
p n







P: PI P=P2 P=P3 
PROBLEMA DE EULER 
FIGURA (2. 3 l 
Para a haste carregada com O~ P ~ P1 
a forma reta da haste e a Única forma possfvel de equilfbrio. 
Quando P=P 1 implica na forma instável e P1 é então a prime.!_ 
ra carga crftica da haste e o modo como ela se deforma e chama-
do primeiro modo de flambagem. Matematicamente, quando P > P1 , 
a Única forma possfvel de equilíbrio será ainda a forma reta 
Quando P atinge o valor de P2 , a haste volta a flambar, so 
que agora com um valor de P=P 2 diferente de P1 , e de um modo 
também diferente chamado de segundo modo de flambagem, e assim 
por diante. P=P
3 
é a terceira carga crftica de instabilidade 
e que dá o terceiro modo de fl~mbagem. 
seria: 
A pergunta 
Então, qual destas cargas seria a solução do problema 
proposto? A resposta lógica será: é aquela que nos conduz à pr.!_ 
melra instabilidade da haste, ou seja, P=P I . Fisicamente, 50 
1 7 
nos interessa a primeira carga crftica, as outras nao acontecem 
na prâtica. 
2.2.2 - CRIT~RIO DA ENERGIA 
2.2.2. 1 - SISTEMA ESTRUTURAL 
Consideremos um sistema estrutura] conserv!!_ 
tivo, isto é, um sistema mecânico escleronômico e holonômico 
(Ver Apêndice li), o qual será designado como sendo um "sistema 
dinâmico simples" de Synge e Griffithl 8 1, descrito pela função 
"Energia Potencial Total" TI(Qi,A) onde Qi representa o con-
junto das n coordenadas generalizadas e A o parâmetro de 
carga. Deste modo pode-se representar o trabalho de um sistema 
discreto finito na mecânica clâssica. 
O equilfbrio e a estabilidade do sistema 
podem ser discutidos através do comportamento de TI ( Q. , A) , co 
1 -
mo serâ discutido no próximo ftem, onde o parâmetro de carga A 
pode ser tomado como sendo qualquer variável que aparece na 
função Energia, e cuja influência no sistema estrutural se de-
seja estudar. Assim sendo, A pode ser associado com a magnl 
tude de forças prescritas que agem no sistema, mas ainda pode 
ser identificada como sendo massa, dimensão ou um módulo de e-
lasticidade, ou ainda a grandeza de um deslocamento prescrito 
independente das coordenadas generalizadas. Em alguns proble-
mas de interesse prâtico, a função Energia Potencial Total se-
1 8 
ra uma função linear dos parâmetros de carga escolnidos, visto 
que a classe dos sistemas, onde surgem esta linearidade, apre -
senta algumas caracterfsticas distintas dos demais. Neste tra-
tamento nós podemos, por razões puramente de notação, substitu-
ir A por P e então escrever IT (Q. ,P) = U (Q. )-p. E (Q.) onde 
1 1 1 
P pode ser considerado como sendo a magnitude de uma força ge-
neral izada associada ao deslocamento generalizado E(Q.),e U(Q.) 
1 1 
e a energia de deformação em função das coordenadas generaliza-
Associando as variáveis básicas Qi e A 
com os eixos de coordenadas retangular em um espaço Euclideano 
de (n+l) dimensões, nós vemos que as n equações de equilfbrio 
a IT ) - (Q.
1 
,A = O a Q. 
1 
( 2 • 1 ) 
especificam um valor estacionário de IT com respeito âs coorde 
nadas generalizadas Qi e definem uma série de caminhos de e-
quilfbrio neste mesmo espaço. 
2.2.2.2 - ESTABILIDADE DE UM ESTADO DE EQUILÍBRIO 
Consideremos agora um estado de equilfbrio 
estável dado por: 
( 2. 2) 
e que satisfazem as n equaçoes de equilfbrio dadas por (2.1) 
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e que por simplicidade iremos representar por: 
( 2. 3) 
onde o fndice denota a derivada parcial de rr com relação 
à coordenada generalizada Qi . Consideremos agora incrementos 
deste estado de equilfbrio e definidos por: 
E 
Qi = Qi + qi 
IT=ITE+v 
( 2. 4) 
onde 
E E E 
li = II(Qi ,A ) é função das expressoes (2.2) e é designa-
do como sendo pertencente a um estado de equilfbrio estável. A-
plicando-se ao Incremento "v" à expansão (série) de Taylor com 
relação às coordenadas generalizadas, obtém-se: 
.•• + n ! rr E i ••• n q. . •• q 1 n 
( 2. 5) 
onde ólIE significa a primeira variação de ITE . Mas, do pri~ 
cfpio dos trabalhos virtuais, tem-se: 
( 2. 6) 





rr •• q.q. 
1 J I J 
Então, de (2. 4) e (2. 7), obtém-se: 
Podemos dizer que quando o 
uma configuração de equilfbrio estável para uma 
( 2. 7) 
( 2. 8) 
sistema passa de 
configuração de 
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equilíbrio vizinha, o incremento da função energia potencial t~ 
tal IT é dado por (2,7), metade da segunda variação de ITE . O 
primeiro passo para a análise é providenciarmos a diagonaliza 
çao das formas quadráticas de (2.8) por meio de uma transforma-
çao nao singular das coordenadas assim: 
, onde 
e que tem como inversa: 
, onde J e .. J ,t, o 
IJ 
Percebe-se que se nos plotarmos as coorde-
nadas u. 
1 
no espaço qi se obtém um outro conjunto de eixos 
coordenados não necessariamente retangulares. Neste novo siste 






( 2. 9) 
-onde C. sao constantes. 
1 




E - IT(Q. + CI .. U.,A) 
1 1 J J 
(2.10) 




Analogamente, expandindo D em série de 
Taylor na sua vizinhança, obtém-se o incremento "d" , dado por: 
2 1 
d = 1 DE ·u2. + 1 DE 2 il 1 6 ijk uiujuk + ••• (2.13) 
onde o subscrito em D representa a derivada parcial com rela-
çao ao deslocamento correspondente u. , e o superscri to 
1 
E re 
presenta a avaliação no estado de equilfbrio. De (2.9), (2.12) 
e (2.13) obtém-se: 
(2. 14) 
e 
A forma quadrática "v" pode ser diagonali-
zada de infinitas maneiras, e supõe-se que se escolha uma tal 
que as propriedades invariantes de v se manifestem como sendo 
propriedades invariantes de e . 
1 
O número de e . 
1 
positivos , 
de negativos e de e . 
1 
zeros são independentes da escolha 
da transformação diagonalizante. 
As coordenadas e os coeficientes e . 
1 
sao importantes neste critério, e chamamos u • 
1 
de 11 eixos coor-
denados principais" e e . 
1 
de "coeficientes de estabilidade".Se 
um determinado coeficiente de estabilidade Cr é positivo, nós 
dizemos que o estado de equi 1rbrio é estável em relação i coor~ 
denada principal ur correspondente. Se um outro coeficiente 
C é negativo, nós dizemos que o estado de equilfbrio é instã-
s 
vel em relação i coordenada principal us correspondente. Se 
ainda um outro coeficiente Ct e zero, nos dizemos que o esta-
do de equil rbrio é crrtico em relação i coordenada principal ut 
correspondente. 
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Dá-se o nome de "grau de instabilidade" ao 
numero de coeficientes de estabilidade negativos. Uma outra ma 
neira de determinar se o estado de equilíbrio é crítico em rei~ 
çao a uma ou mais coordenadas principais é ver se os dois deter 
minantes lrrijl e 1Dijl são iguais a zero, e o que acontece no 
estado de equilíbrio crítico. 
Pode-se mostrarl 8 1que se o menor coeficien 
te de estabilidade e positivo, o estado de equilíbrio é estável 
em relação a todas as coordenadas principais e v é "positivo 
definido"; neste caso dizemos que o estado é "inteiramente está 
ve 111 • 
Mostra-se tambéml 8 1que se o menor coefici-
ente de estabilidade é negativo, o estado de equilíbrio é instá 
vel em relação a uma ou mais coordenadas principais e v "admi 
te valores negativos"; neste caso dizemos que o estado e "intei 
ramente instável". 
E finalmentel 8 1, se o menor coeficiente de 
estabilidade é zero, o estado de equilíbrio é crítico em relação 
a uma ou mais coordenadas principais e estável em relação ao 
resto das coordenadas. A forma quadrática v é "positiva semi-
definida" e não decide sobre a estabilidade do equilíbrio. 
Se o coeficiente de estabilidade Ci for 
igual a zero, os termos de ordem superior da expansao (em série) 
de v devem ser examinados. Considerando o caso no qual C1=0 
e C >O para todo s~l 
s 
A forma quadrática v é positiva se 
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mi-definida, existe um valor zero numa "direção crrtica" defini 
da por 
u = a . q. 
S SJ J 
(para todo s,!1) 
Usando-se primeiro as coordenadas básicas 
Qi , fixando um valor para A=Ac e examinando-se a variação de 
n ao longo dos eixos coordenados, sob a forma paramétrica 
A= A(s) 
Qi = Qi(s) 
onde s é um parâmetro conveniente e é nulo no estado de equi-
líbrio crrtico. A variação de n ao longo do eixo é dada pela 
expressao abaixo: 
(2.15) 
Expandindo esta variação como função do p~ 
râmetro s e usando-se o desenvolvimento em série de Taylor: 
V ( S) 
• C J ••C 2 1 00 •C 3 
= V S + z V S + 6 V S + ••• (2.16) 
onde o ponto denota a diferenciação com relação a s . 
Tomando (2. 15) e diferenciando com relação 
a s temos: 
dv 
V - cÍs = n. o.. 1 1 ( 2. 17) 
Tomando s=O em (2. 17) o equivalente ao estado de equi Jrbrio 
crrtico c, obtém-se: 
i,c = O (2.18) 
visto que n: = o 
1 
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Diferenciando (2.15) duas vezes, tem-se: 
. . 
V= II .. Q.Q. + II.Q. 
1 J I J 1 1 
(2. 19) 
Avaliando (2.19) no estado de equilfbrio crftlco, tem-se: 
•• c 
V (2.20) 
A expressao (2.20) é uma função positiva 
semi-definida das n parcelas Tomando-se a diferencial 
de (2.20) com relação a uma parcela 




II e_: • 
. c o Qj = 
1 J 




A solução deste sistema dará os valores de 
Q': correspondentes à direção para a qual vc e mínimo. 
1 
Como 
(2.20) é positiva semi definida, este mfnimo e zero (vcl =0) 
Min 
~ necessário se fazer o estudo das varia -
çoes de v(s) em uma ordem superior porque náda se pode dizer 
a respeito da estabilidade. 
A terceira variação de V em relação ao 
parâmetro s dá: 
ºv" = II. "kQ.Q.Qk + 3II • ."ó..õ.. + II.Q. (2.23) 
1 J I J 1 J I J 1 1 
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No estado de equilfbrio crftico c tem-se: 
(2.24) 
Se (2.24) e diferente de zero, o estado de 
equilfbrio e seguramente instável. Se (2.24) e zero, não dá 
para decidir a respeito da estabilidade do estado de equilfbrio 
crftico, e neste caso e necessário considerar variações de v(s) 
de ordem superior. Fazendo o mesmo procedimento anterior, nos 
apresentamos os eixos coordenados do estado de equilfbrio crf-
tico c na forma parametrica, mas só que escolhendo agora u
1 







d u J 
= --2 
du 1 
podemos escrever que 
= 1 
= o 
Genericamente podemos escrever: 




O superscrito r representa a r-esima di-
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ferenciação com relação a u 1 . 
A variação da energia potencial total ao 
longo deste caminho u 1 é dada pela expressão: 
f ( u l ) - D[ui(u 1),Ac] - De (2.25) 
Expandindo (2.25) em série de Taylor: 
f ( u l ) 
e 1 e 2 l e 3 
= f 1 u 1 + - f 11 u 1 + 6 f 1 1 1 u + ... 2 ( 2. 26) 
onde: e 
fc df = du 1 1 
• e assim por diante. 
Os coeficientes desta série sao obtidos a-
través da diferenciação de (2.25) em relação a u 1• Assim 
f
1 
= D.u~l) (2.27) 
1 1 
e que no estado de equiTrbrio crrtico e vale 
Diferenciando duas vezes (2.25) em relação a u 1 
= D .. u~ 1)u! 1) + D.u~ 2) 
Sabendo que 
1 J I J 1 1 
D~. está diagonalizado com 
1 J 
com o fnd ice de somação s=2, ... , n • 
(2.27.a) 
(2. 28) 
A expressao (2.29) e positiva semi-defini-
da, e 
( 1 ) e 
us = o para todo si& l • 
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Dando prosseguimento ao estudo das varia -
ções de f(u 1) vamos diferenciar (2.25) três vezes em relação 
a 
= D .. ku~ 1)u( 1)uk(l) + 3D .. u~ 2)u(l) + O.u(3) 
1 J I J I J I J 1 1 
(2.30) 
e que no estado de equilíbrio crftico c vale 
(2.31) 
Se (2.31) é diferente de zero no estado de 
equil'rbrio crítico c, este estado de equilfbrio e seguramen-
te instável, enquanto que se der zero nada se pode afirmar e, 
necessariamente, somos obrigados a analisar a quarta variação 
de com a condição que 
A quarta diferenciação de (2.25) nos forne 
ce: 
= (1) (1) (1) (1) 6D .. ku.(2)u(.l)uk(l) 
fllll Dijklui uj uk ul + tJ , J + 
+ 4D .. u~ 3)u~l) + 3D .. u
1
( 2 )u~ 2) + D.u~ 4) (2.32) 
1 J I J I J J 1 1 
A (2.32) no ponto crftico vale: 
(2.33) 
com o fndice de somação s=2, ... ,n 








f~ 111 é agora função das n-1 derivadas se 
para (s;,!1). Esta função toma o valor mTnimo 
n De e e 
3 l c-2...!.! ) -e (2.35) f 1 1 1 1 = D 1 1 1 1 - D 1 1 1 1 
s=2 De ss 
quando 
e 
u(2)c = -~ (para s ;,! 1 ) s De 
ss 
Se -e D 1 1 1 1 e positivo, o estado de equilT-
brio crTtico é estável, enquanto que se -e D 1 1 1 1 é negativo, o 
estado de equilTbrio e instável. Este critério leva em conta 
ainda a possibilidade que a energia potencial pode crescer ou 
decrescer quando se afasta do estado de equi 1Tbrio crTtico ao 
longo de todos os eixos coordenados. Este estudo foi feito nu 
ma direção e em torno de um ponto crítico. Pode-se fazer o 
estudo da estabi !idade considerando-se um caminho de equilTbrio. 
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2.2.2.3 - CONSIDERAÇÕES SOBRE OS QUATRO PONTOS CRTTICOS 
Sem qualquer perda de generalidade, toma-se 
como origem do espaço (n+T) dimensional como sendo o ponto em 
que se tem Q. =A= O 
1 
Visto que ambos estão relacionados 
com a forma de Energia Potencial Total, fica claro que hã uma 
relação entre as configurações de equiTrbrio e a estabilidade 
do sistema. Agora serão introduzidos quatro modos diferentes 
de instabilidade e cada qual com seus pontos crrticos. Conven 
cionalmente tem-se que as Tinhas fortes representam os caminhos 
de equi 1 rbrio estável, sendo que as partes descontrnuas deno -
tam os caminhos instáveis. 
O ponto que separa o caminho estável do c~ 
minha instãvel e o chamado "ponto crrtico". E, para um mesmo 
nrvel do parâmetro de carga A , as Tinhas contrnuas finas re-
presentam a variação da função energia potencial total para es 
te nrvel considerado. 
2.2.2.3.1 - PONTO LIMITE 
A figura (2.li) mostra a configuração trpi-











Vê-se o caminho primário estável de equi ll_ 
brio até o ponto limite também chamado "snap through". 1 n i c i -
almente este caminho é estável desde a origem e vai perdendo a 
estabi1idade à medida que aumenta o parâmetro de carga A até 
o limite A= Ac onde se tem o ponto limite ou ponto crítico. 
Para o nfvel A= A' menor que a energia potencial total 
tem um mfnimo com relação a Qi na região ascenden-
te do caminho estável e um máximo na região descendente doca-
minho instável. 
Fazendo-se A crescer até o nfvel A= Ac, 
a variação de n (Qi ,A) tem um ponto de inflexão neste ponto. 
Significa dizer que IT(Qi,A) muda de sinal no estado de equi-
1 fbrio cdtico. 
3 1 
Para um valor h = A2 superior a hc nao 
há um estado de equilrbrio local e a função energia potencial 
teta 1 TI (Q. ,h) 
1 
nao tem um ponto estacionário local. Neste ca 
se o estado crrtico de equilrbrio é visto como sendo por si se 
instável, e a ausência de um estado de equilrbrio local para 
valores de h maiores que hc implica que o sistema nas pro-
ximidades de hc , acontecerá o "snap" se h sofrer pequenos 
acréscimos, passando a estrutura a ter uma configuração Inver-
tida. 
Nesta mudança dinâmica há uma dissipação 
de energia; o sistema caminha para um estado de equilrbrio na 
direção indicada pela seta da figura (2.4). Dar para frente , 
2 c com h = h > h , o sistema terá um caminho estável crescente 
, até a instabilidade material. 
2.2.2.3.2 - PONTO DE BIFURCAÇÃO ASSIM~TRICO 
As formas estruturais que nos estudamos 
têm sido tais que todo est~do de equll rbrio tem somente um ca-
minho passando por ele. A flambagem é causada por uma instabl 
lidade em um determinado estado do caminho de equilrbrio, re -
sultando como foi dito anteriormente, no movimento da estrutu-
ra para outro estado de equilrbrio, e o movimento entre estes 
dois estados pode, ocasionalmente, ser súbito. ~ poss rvel. p~ 
rem, em certos tipos de estruturas, existirem dois caminhos de 
equll rbrio que passem por um mesmo estado de equil rbrio (esta-
do crrtico). 
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O caminho de equilrbrio que passa pela ori 
gem é chamado "caminho primário" ou "caminho fundamental" e e 
interceptado por outro caminho de equilrbrio chamado "caminho 
secundário" ou "caminho pÕs-crrtico". O ponto de interseção en 
tre estes dois caminhos é chamado de "ponto de bifurcação". 
Na figura(2.5) os dois caminhos têm uma de 
clividade diferente de zero no ponto crrtico. Para 
a energia potencial total ll(Q.,A') 
1 
tem um mfnimo com relação 
na região ascendente do caminho estável e um máximo com 
relação a Qi na região descendente instável do caminho secun 
dário. 
ll (Q. ,A) 
1 
Para A crescendo até o nrvel A= Ac , a variação de 
terá que ter obrigatoriamente um ponto de inflexão no 
estado de equilrbrio crrtico. Para A= A
2 , o máximo e o 
mrnimo reaparecem como mostra a figura (2.5). Assim o estado 
de equilfbrio crrtico é de novo instável, e a presença de dis-
túrbios infinitesimais neste ponto pode transformar a estrutu-
ra em um mecanismo. Esta, por sua vez, irá procurar uma con 
figuração estável, apesar da existência de estados de equilí-



























2.2.2.3.3 - PONTO DE BIFURCAÇÃO SIM~TRICO-ESTÃVEL 
/ 
Na figura (2.6) pode-se ver a terceira con 








Neste caso o caminho fundamental parte da 
origem monotonicamente e perde sua estabilidade inicial na in-
terseção com o caminho pÕs-crftico e que passa neste ponto su-
avemente com uma declividade zero; em outras palavras, a tan 
gente ao caminho pÕs-crftico no ponto crftico admite uma incli 
naçao nula. A energia potencial total TI(Qi,A') , para A'<Ac 
terá um Único valor estacionário com respeito a Qi , a saber: 
o mfnimo na região estável do caminho fundamental. Ã medida 
que o valor de A ê acrescido,este mfnimo ê transformado em 
dois mfnimos e um máximo para valores de 
2 c A=A >A . Neste ca-
soo ponto crftico ê estável. Com acrêsc.lmos pequenos em A o 
sistema não sofrerá o "snap" mas seguirá o caminho pÕs-cdtico 
estável e que sobe; a direção tomada dependerá dos pequenos 
distúrbios assumidos pelo sistema. 
2.2.2.3.4 - PONTO DE BIFURCAÇÃO SIM~TRICO INSTÃVEL 
A quarta e Última configuração que sera e-
xaminada ê o "ponto de bifurcação simêtrico instável" e que 
está mostrado esquematicamente na figura (2.7). 
Neste caso, o caminho fundamenta 1 i nterce_E 
ta um caminho põs-crftico instável e descendente e como no ca-
so anterior, tem uma declividade nula no ponto de equilíbrio 
crftico. Para um valor prescrito A =A' menor que o valor crf 
tico, a energia potencial total TI(Qi,A') terá agora três va-














máximos na região instável do caminho pós-crftico, um em cada 
ramo, e um mfnimo na região estável do caminho fundamental. E~ 
tes três pontos estacionários se transformam em um Único ponto 
máximo para valores de A= A2>Ac , como mostra a figura (2.7). 
Ao contrário do terceiro caso, o ponto crf 
tico é instável, portanto sujeito a um "snap". A direção a 
ser tomada dependerá do tipo de perturbação imposta ao sistema. 
Plotando oi valores de A versus Qi e observando-se de uma 
posição estratégica, o caminho pós-crftico aparecerá como sen-
do uma cúspide interceptando o caminho fundamental de equilf -
brio. A figura(2.8)nos dá uma idéia das configurações dos ca-













, , , 
' 
,, ,, ' 
' ' I 
' 
1 
' 1 ' \ 
' ' 
E. 





Simétrico estavel Simétrico 
instavel 
FIGURA(2.8) 
Genericamente, os termos "simétrico está -
vel" e "simétrico instável" são aplicados quando o caminho pós-
crítico tem uma declividade zero no ponto crítico, ou seja, a 
primeira derivada é nula, mas para que isto aconteça é preciso 
que a derivada segunda deste caminho seja positiva de um lado 
e negativa do outro e vice-versa. Com relação à derivada ter-
ceira, será em geral diferente de zero no ponto crítico. 
Nas três configurações críticas em que o 
sistema pode sofr.er um "snap", isto e, o ponto limite, ponto de 
bifurcação assimétrico e o ponto de bifurcação simétrico instá 
vel, foi visto que para valores de A próximos de Ac o sis-
tema se apresenta inicialmente num estado de metaestabilidade 
(estabilidade limite), podendo tornar-se um mecanismo. 
A ocorrência nos diversos tipos de estrut~ 
ras dos quatro pontos críticos será citada a seguir. Estrutu-
ras como arcos e damos, abatidos ou nao e carregados transver-
salmente, têm como resposta à solicitação configurações do ti-
po apresentado na figura (2.4). O ponto de bifurcação assimé-
-- -
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trico (figura (2.5)) é multo raro em comparaçao com os pontos 
simétricos de bifurcação , e a sua configuração é característi 
ca de estruturas que a~resintam simetria rotacional, como por 
exemplo cascas esféricas submetidas a pressões externas e tam-
bém cascas esféricas achatadas nos polos, sujeitas igualmente a 
pressões externas. 
O fenÕmeno que s~ apresenta como o mais co 
mum dentre todos os aqui apresentados e o da figura (2.6); o 
ponto de bifurcação simétrico estável e sua configuração e ca 
racterística de colunas submetidos a esforços centrados, insta 
bilidade lateral de vigas, p~rtlcos ~imétricos, placas submetl 
das a esforços transversais, flambagem por flexo torção e ou -
tros. 
O quarto e Último caso, o da figura (2.7), 
ponto de bifurcação simétrico instável, tem sua configuração 
como característica de estruturas como cascas cilíndricas sub 
metidas a esforços axiais, sujeitos a torção e pressao exter 
na. Cascas cônicas podem apresentar comportamentos que dizem 
respeito tanto à bifurcação simétrica estável como à bifurca-
ção simétrica instável. Já os domos esféricos abatidos sujei-
tos a uma carga lateral exibe distintas bifurcações simétricas 
de um caminho fundamental não linear. Se sujeita a uma carga 
concentrada apresentará um ponto de bifurcação estável; se a 
carga for uniformemente distribuída, apresentará um ponto de 
bifurcação instável. 
Thompson em IBI apresenta um interessante 
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fluxograma para se detectar qual o tipo de ponto crítico que 
se está estudando por melo dos chamados coeficientes de esta-
bilidade apresentados em (2.14). O procedimento é simples: t.2, 
ma-se a equação do comportamento normal (*) ,que no comporta-
mente crítico dá D'c 1 Então, para investigar a natureza do 
ponto limite, nos primeiro espe€lficamos que D1c é diferente 
de zero e daí parte-se para examinar as vizinhanças do estado 
de equilíbrlo crítico e para o qual e 0 11 = O , enquanto 
De F O quando SFl 
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Se D1c e zero, as possibilidades sao 





















CLASSIFICAÇÍO DOS DISTINTOS PONTOS cRmÇOS / / 
.FIGURA (2. 9) 
D .• ~.+ D!
1
Á\E = O 
1 1 1 
, onde o traço vertical denota a deriva 
da em relação ao parâmetro de carga A . 
Para os outros pontos críticos, deve-se ter 
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2.2.3 - OS DOIS TEOREMAS FUNDAMENTAIS 
A existência de todos estes pontos crrticos 
que foram examinados estã ligada a dois teoremas bâsicos que 
foram desenvolvidos primeiramente por Thompsonl 8 1em .1970, e fo 
ram baseados somente nos estudos do equllrbrio. 
O primeiro teorema diz respeito aos pontos 
de bifurcação e pode ser assim enunciado: 
Teorema 1: 
"Um caminho de equilrbrio inicialmente estãvel (caminho prj_ 
mãrio) variando monotonicamente com o parâmetro de carga 
não pode se tornar instãvel sem a interseção de um outro 
caminho distinto de equilrbrio (caminho secundãrio)". 
Os três pontos de bifurcação jã citados es 
tão claramente em conformidade com este teorema. 
O segundo teorema engloba ambos os pontos 
limite e de bifurcação e é enunciado assim: 
Teorema 2 : 
"Um caminho de equilrbrio inicialmente estãvel aumentando 
com o parâmetro de carga.não pode se aproximar de um esta 
do de equil rbrio instãvel no qual o sistema sofrerá um. 
"snap dinâmico" sem a aproximação de um caminho de equi-
1rbrio (o qual pode ou nao ser uma extensão do caminho o-
riginal) para valores do parâmetro de carga menor que a -
quele devido ao estado instável". 
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As demonstrações deste dois teoremas podem 
ser obtidas na referência JBJ, pâgina 61. 
2.2.4 - CRITtRIO DINÃMICO DE ESTABILIDADE 
O movimento de um grande numero desiste-
mas dinâmicos e descrito por um conjunto de equações diferenci 
ais nas quais o tempo nao aparece de uma forma expl feita, mas 
implicitamente atravês das variãveis Q, (t)' 
1 
Tais sistemas são 
chamados AUTÕNOMOS. Caso contrãrio eles são chamados HETERÕNO 
MOS. 
O desenvolvimento a ser feito a seguir e 
para sistemas com um numero "n" de graus de liberdade fazen -
do-se a hipótese de que ele possa ser estendido para o limite 
n + m , o que permite a sua aplicação a sistemas contfnuos. 
Serã tambêm suposto que o sistema ê linear 
ou passfvel de uma linearização. Um sistema de equações line-
ares e homogêneas que descrevem o movimento de um sistema dinâ 
mico e dado pela seguinte expressao: 
m 
I (i=l,2, ... ,m) (2.36) 
j=l 
onde: 
Qi representa as coordenadas genera 1 i zadas , m=2n , sendo 
n o número de graus de liberdade do sistema. 




<t<t 2 , e que sera representado por 1 . 
Dado um conjunto de condições iniciais 
Q. (to) = a. 
1 1 
(i=l,2, ... ,m) (2. 37) 
pode-se concluir que (2.36) tem como Única solução· 
i=1,2, ... ,m (2.38) 
Escrevendo (2. 36) na forma compacta, tem-se: 
{Q} = [M(t)]{Q} (2.39) 
sendo: 
{Q} uma matriz coluna (mxl) e cujos componentes Qi per-
tencem a um espaço Euci ideano m-dimensional. 
[M(t)] matriz quadrada de (mxm) contfnua em t e geralme_!! 
te não simétrica. 
A expressao (2.39) fica completamente determinada se [M(t)] e 
conhecida. 
Um caso particular e de grande interesse é 
aquele em que o sistema dinâmico é autônomo como acontece no 
presente trabalho. Neste caso a matriz [M] é de coeficientes 
constantes. Neste caso a solução de (2.39) pode ser obtida na 
forma explfcita em t. Isto é possfvel se introduzirmos uma 
matriz [B(t)] definida por 
[B(t)] = I:[M(s)]ds 
s + e variável de integração. 
(2.40) 
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Quando se comuta (troca) [M(t)] e [B(t)] é 
possrvel obter uma forma explrcita para a matriz fundamenta1l 27 I_ 
A exponencial da matriz [B] é dada por 
(2.41) 
[1] + matriz identidade 
As matrizes [M] e [B] sao comutativas se 
[M] e constante ou se [M(t)] é diagonal , e em qualquer des -
tes casos e[B] representa a matriz fundamental. 
Pode-se provarl 27 lque nas vizinhanças de 
t=t
0 




} as condições iniciais do problema. 
Para um sistema autônomo [M] está relacion.! 
da a um sistema homogêneo 1 inear segundo a expressão seguinte: 
{Q} = (M] {Q} (2.43) 
com (Q} um vetor de (mxl) , (M] uma matriz de (mxm) geralmen-
te não simétrica e cujos coeficientes são reais e constantes-
As soluções de (2.43) são definidas para qualquer valor de tem 
po t Pode-se mostrar que estas soluções podem possuir derl 
vadas de qualquer ordem. Por exemplo, é fácil verificar que 
{Q} é também uma solução de (2.43). Com efeito pode-se escre-
ver: 
/t { Q} = d dt 
{Q} = [Mj{Q} 
([Mj{Q}) = [M]{ Q} 
(2.44) 
Analogamente, as derivadas de qualquer or-
dem ou combinações destas derivadas são também soluções Jã foi 
dito anteriormente que quando [M] é uma matriz de coeficientes 
constantes,e[B) é a matriz fundamental. Em vista das equações 
(2.40) e (2.42), pode-se escrever: 
(2.45) 
onde [<1>(t)) - matriz de (mxm)cujas colunas sao formadas pelas 
soluções linearmente independentes de (2.39), ~ chamada de"ma 
triz fundamental". 
Assim, a solução de (2.43) é válida 
qualquer instante de tempo t e pode ser escrita na forma 
para 
Q ( t) = (2.46) 
onde {Q 0} é uma matriz coluna e representa as condições inicj_ 
ais para todo t=t 0 . Segue-se que o comportamento do sistema 
dinâmico e assim completamente determinado pelo comportamento 
da matriz e(t-to) [M), a qual por outro lado está governada P!,. 
· los autovalores de [M). 
O próximo segmento é a análise de como [M) 
controla o comportamento do sistema (2.43), 
O determinante assim chamado "caracterrstl 
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co" ê dado por: 
det([M)- À[I]) = 1 [M) - À[l] I (2.47) 
onde [1] ê a matriz identidade. No cálculo do determinante 
caracterrstico (2.47) obtêm-se o chamado" "polinômio caracterrs 
tico" associado ã matriz [M]. Então ao expandirmos (2.47) ob-
temos: 
det([M] - À(I]) (2.48) 
As rarzes do polinômio caracterfstico, de-
notadas por À. (j=l ,2, ... ,m) são chamadas de "autovalores" 
J 
de [M]. Para cada autovalor À. obtêm-se um autovetor {u(j)} 
J 
e que satisfaz a equaçao 
(2.49) 
Em (2.48) m ê inteiro e ªm ê o determi 
nante de [M). Se a =O uma das rarzes características ê ze-
m 
roe dar segue-se que para [M] não ser uma matriz singular , 
(det[M]=O), todos os autovalores devem ser diferentes de zero. 
Agora considerando o caso em que há rafzes 
repetidas, digamos Ài , a equaçao (2.48) assume a forma: 
m• 





onde (Ã.-Ã 1 
1 
e chamado de "divisor elementar" do polinômio 
caracterrstlco e Pi (À) e um polinômio em À, com Pi (Ài)i!O. 
O i n te i ro m. 
1 
e conhecido como "multiplicidade" de X • , e 
1 
o 
número de autovetores linearmente independentes associados com 
Ài ê chamado de "nul idade"de ÀI e é denotado por ni ,em geral 
n. < m 
1 - 1 • 
45 
Dizemos que duas matrizes [M] e [N] sao 
ditas semelhantes se elas têm o mesmo polinômio caracterTstico. 
Neste caso os coeficientes ªk (k=l,2, ••. ,m) são invariantes 
sobre certas transformações semelhantes. 





[J1] ... [o] 
[o] [J ] 
s 
(2.51) 
onde [J 0] é uma matriz diagonal (qxq) e formada com os q pr.!_ 















o À • 
q+1 
i=l,2, ... ,s 
(2.52) 
Àj (j=l ,2, ... ,q+s) sao os autovalores de [M] nao neces 
sariamente distintos. 
A matriz (2.51) é chamada de forma cano-
nica de Jordan e as matrizes (2.52) são chamadas de "matrizes 
companheiras". 
Se o divisor elementar do pol·inômio ca -
racterTstlco associado com a matriz [M] é simples, a forma ca-
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nônica de Jordan correspondente é diagonal. Para Investigar o 
comportamento da solução (2.45) introduziremos a seguinte trans 
formação 1 i nea r: 
{Q} = [R] {u} (2.53) 
onde [R] é uma matriz de (mxm) nao singular e de coeficientes 
constantes. Introduzindo (2.53) em (2.43) e pré-multiplicando 
o resultado por [R]-l , obtém-se: 
{Ü} = [R]-l [M] [R] {u} ( 2. 54) 
chamando 
[J] = [R]-l [M] [R] 
det([J]-[1]) = det([R]- 1 ([M]-[1]) [R]) = det[R]-l det([M]-
- [1]) det[R] 
Portanto: 
det([J]-[1]) = det([M]-[1]) (2. 55) 
De (2.55) concluimos que [J] e [M] sao semelhantes e: 
{Ü} = [JJ {u} (2.56) 
Por analogia com (2.43) e (2._45) posso escrever: 
['P(t)] = e(t-to)[J] (2.57) 
Como eto[J] e uma matriz constante, segue-se que a investiga -
ção da solução de (2.43) se reduz ã investigação da matriz: 
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et[Jo] [o] ....... [o] 
[o] et[JiJ ••••.• [o] 
(2. 58) ....................... 
[o] [o] . . . . . . [oJ 
[o] [o] et[Js] 
Das expressoes (2.54) e (2.56) já sabe -
mos qual é a relação entre [H] e [J], portanto tem-se: 
e(t-t 0)[H] e e(t-t 0)[R][J][R]-l e [R] e(t-to)[J][R]-1 
•. (2.59) 
Introduzindo (2.59) em (2.45) obtemos: 
[<!>] e e(t-to) [H] = [R]e(t-t 0) [J] [R]-1 = [R] ['1'] [R]-1 
.. (2 .60) 
Assim, o comportamento da matriz funda -
mental [<PJ correspondente ao sistema (2.43) é conhecida seco-
nhecermos o comportamento de outra matriz fundamental ['1'] do 
sistema (2.56). De uma maneira geral nao há interesse partic~ 
lar na montagem da matriz fundamental [<P(t)] do sistema (2.43). 
Por outro lado, ['!'(t)] está relacionado 
com os autovalores À. da matriz [H], e através destes autov~ 
J 
!ores poderemos decidir sobre a estabilidade do sistema. Então: 
1 - Quando todos os autovalores de [H] têm a parte real 
negativa, o sistema é "assintoticamente estável". 
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2 - Quando todos os autovalores de [H] têm a parte real 
nao positiva, (se um dos autovalores tiver a parte real igual 
a zero, o sistema possui um "comportamento crftlco•l. Neste ca 
so, se os divisores elementares correspondentes a autovalores com 
a parte real nula, "são ,todos simples" , então o sistema é "!A, 
t:ável" mas "não assintoticamente estável". 
Isto e verdade porque se todos os divis~ 
res elementares sao simples, a matriz [J.] se reduz a uma for-' . 
ma d,i agona 1 • 
3 - Se o menor dos autovalores de· [HJ tem a parte real p~ 
sitiva, o sistema é "instável". 
Um problema geral de autovalores pode ser 
apresentado da seguinte forma: 
[s] {u} = À [T] {u} (2.61) 
onde as matrizes quadradas [s] e [T] podem nao ser simétricas; 
este é o caso mais geral. 
Em sistemas conservativos, usando-se as 
equaçoes de Lagrange pode-se obter as equações do movimento de 
um sistema linear na forma: 
[A](<Í} - [B]{Q} + [C]{Q} = {O} (2.62) 
onde [A] e chamada de matriz do movimento ou matriz de massa, 
é simétrica e positiva definida [B] é chamada de matri.z de 
rigidez, é simétrica e positiva definida;e [e] é chamada de ma 
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triz de carga e sua caracterfstlca depende do carregamento. 
A apresentação genérica das matrizes· [A], 
[B] e [e] está no Capftulo V. Adotando como solução de (2.62) 
a expressao: 
Q(z,t) = Q(z) •f(t) (2.63) 
A separaçao de variáveis em (2.63) é muito útil para a resolu-
çao deste tipo de problema. Mais adiante será feita a suges-
tão para f(t) bem como a discussão de (2.63) no que diz res-
peito à estabilidade do sistema. Substituindo (2.63) em (2.62) 
obtém-se: 
[A] {Q(z) }.f (t) - [B] {Q(z) }f (t) + [e] {Q(z) }f (t) = {O} (2.64) 
Agrupando as duas últimas parcelas de (2.64), vem: 
[A] {Q(z)}t°(t) + ([c]-[B])fQ(z)}f(t) = {O} 
m .ri (Bij-Cij)Qj (z) = _..,_...;.... _________ _ 
= À (2.65) 
i=l,2, ... ,n 
Seguindo o procedimento normal usado na 
separaçao de variáveis, percebe-se que o lado direito de (2.65) 
ficou independente do tempo e ambos os lados devem ser iguais 
a uma constante À positiva, fazendo À=w 2 obtém-se as duas 
expressoes; sendo [o] = [B]- [e]: 
t'(t) + w2f(t) = O 




Olhando para a expressao (2.67) percebe-
se que recaimos num problema de autovalor do tipo apresentado 
em (2.61), A questão da estabilidade ficará resolvida seco -
nhecermos seus autovalores que sao as frequências de vibração 
da estrutura para um estado de carregamento representado pela 
matriz [e], j tendo em vista o COfCeito de estabilidade de Li~ 
punov. No caso do sistema nao estar sujeito ao carregamento 
externo, a matriz de carga é nula, [o] = [B] e as frequências 
obtidas são as frequên~ias naturais do sistema. 
Então, pelo critério dinâmico de estabi-
1 idade tem-se: 
1 - Se todas as frequências de vibração do sistema em re-
lação a um estado de equilTbrio sao reais, então o estado de 
equilíbrio é ESTÃVEL. 
2 - Se uma das frequências de vibração do sistema for ima 
ginária, então o estado de equilTbrio é INSTÃVEL. 
3 - E, se uma das frequências de vibração do sistema e 
zero, então o estado de equilíbrio do sistema é CRTTICO. A fre 
quência w=O e a fronteira entre os estados de equilíbrio es-
tável e instável. Para w=O, T(perTodo) P • , ou seja, o 
sistema no seu estado oscilatório demorará um tempo infinito 
para passar por uma mesma posição. Em outras palavras, o sis-
tema passa por esta posição e nunca mais volta devido à insta-
bilidade que ele acaba de adquirir. A avaliação da establlid~ 
de no estado crítico requer um estudo de vibrações não llnea -
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res, isto é devido ao fato de que há grandes distúrbios dinâmi 
cos na posição crftica. 
A solução (2.63) pode ser escrita em sua 
forma mais geral assim: 
Q(z,t) = Q(zo) e(a+bi\t+<P (2~68) 
onde Q(z,t) e a forma genérica para as soluções u(z,t); 
v(z,t); 6(z,t) do problema. 
Q(z 0) - amplitude inicial 
cp - ângulo fase, e que por conveniência sera tomado igual 
a zero. 
Desenvolvendo-se (2.68), obtém-se: 
( ) [ ( ) a t] b i t b i t Q z,t = Q z
0 
e e = A e (2.69) 
com A= amplitude das vibrações em cada instante de tempo. Pe~ 
cebe-se que a estabilidade dependerá dos valores que a e b as 
sumirem e portanto (2.69) é uma solução função de dois "campos" 
de estabilidade. Assim: 
Analisando o campo at e , tem-se que: 
l - a<O , A decresce e o sistema sera estável,ou melhor, 
assintoticamente estável pois para t~m implica em 
2 - a>O A cresce e o sistema sera instável, 
3 - a=O A constante, equilfbrio neutro. 
Para este campo as trajetórias estão a -
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presentadas na figura (2.10), e a magnitude de .!. é que irá d~ 
determinar a velocidade com que o sistema irá percorrer a tra-
jetória. 
PONTO OE ESTRELA 
. ASSINTOTICAMENTE ESTAVEL 
&<.o 
ÚNICO PONTO 
Fl8URA ( 2.101 




A constante A. poderá ser Imaginada co-
mo sendo uma constante de amortecimento se ela for menor do 
que zero; caso contrário será uma constante de excitação. 
Analisando-se o campo bit e , e sempre 
estável mas nao assintoticamente estável, e o sinal-de b e 
sua magnitude determinará o sentido, a velocidade e o ralo das 
trajetórias respectivamente e que serao cfrculos concêntricos 
na origem, como mostra a figura (2._11) 









Agora superpondo-se o efeito dos dois 
campos pode-se estudar a "interferência" que a e b provocam 
na solução (2.69). A superposição sempre dará como trajetõ-
ria "espirais" saindo ou se ap.roximando da origem como mostra 
a figura (2.12). 
a<O , bcO, b=>O 
ESTÁVEL 
FIGURA ( 2.12 I 
a>o. b<O, b>O 
INSTÁVEL 
Cabe aqui ainda ressaltar que as raTzes 
Ài de (2.48) de uma forma geral ocorrerao em pares de numeres 
complexos conjugados do tipo: 
(2. 7 O) 
O comportamento dinâmico do sistema (2. 
57) pode ser julgado pela análise de (2.70). Subentendendo-se 
que RE = a e IM= b , da expressão (2.69). Então, se: 
1 - a=O , as raTzes sao imaginárias e o sistema e vibra-
tório não amortecido. 
2 - b=O , as raTzes sao reais. Dois casos ainda podem a 
contecer: 
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2.1~· a<O - o movimento e aperi&dico amortecido. 
2.2 - a>O - o movimento e aperi&dico amplificado. 
3 - b,'O , a,'O as rafzes sao complexas e o tipo do mo-
vimento será decidido pelo sinal de a . 
3,1 - a<O - o movimento e vibrat&rio amortecido. 
J.2 - a>O - o movimento e vibrat&rio amplificado. Este 
caso é chamado de "instabilidade oscilat&ria 11 
ou "flutter". 
Se ainda a=b=O , as raTzes serao nulas, 
dizemos que houve flambagem ou instabilidade de Euler. 
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CAPÍTULO 1 1 1 
DEDUÇÃO DAS ENERGIAS 
3. 1 - POTENCIAL ELÃSTICO 
A introdução do conceito de Potencial Elástico ser 
ve para facilitar a compreensão da dedução das energias e está 
ele baseado em um estudo das deformações de um corpo sólido, ho-
mogeneo e contínuo referido a um sistema de eixos coordenados or 
togonais. Supondo que um ponto A no interior do corpo tenha como 
coordenadas x, y, z, independentes entre si. Em virtude da defor 
maçao sofrida pe 1 o corpo este ponto passará a ser definido pelas 
novas coordenadas. 
X + u 
X 
y + u y 
( 3. 1 ) 
z + u z 
A deformação nas vizinhanças deste ponto A está 
completamente descrita pelas seis componentes (llx,llu); (lly,lluy) 
(llz,llu) da deformação que sao dados por: z 


















Existem no ponto A um conjunto de direções ortog~ 
nais entre si para o qual, das seis componentes associadas da d~ 
formação as quantidades ynh' para n~h,desaparecem. Estas direçães 
são chamadas de "direções principais" e as correspondentes comp~ 
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nentes de deformação r = o • para nr!k e r = r sao chama-nk nn n 
d as de "elongações unitárias 11 nestas direções, ou também chama-
das de "elongações principais" E e sao definidas por n 
E = /l+r - 1 
n n 
( 3. 3) 
onde os r sao as três raízes reais da equaçao do terceiro 
n 
grau obtida fazendo-se O determinante do tensor das tensões igual 
a zero: 
yxx -r Yxy Yxz 
Yyx Yyy -r Yyz o ( 3. 4) = 
Yzx Yzy Yzz -r 
Visto que a magnitude da elongação principal se-
ra independente da escolha da direção das coordenadas, pode-se 




= Yxx + Yyy + Yzz = r + X 
= Yxxyyy +yyyYzz +yzzyxx 
= r r + r 
X y y 
= yxxyyyYzz 
= r r r 
X y Z 
r + r r z z X 
+ 2YxyYyzyzx 
r + r y z 
- (y2 +y2 +y2 ) = xy yz zx 
- (yxxY;z+yyyy;x+yzzY!y) 
A equaçao do terceiro grau sera: 
r 3 - 1 r 2 + 1 r - 1 = o 
l 2 3 
= 
( 3 . 5) 
(3.5a) 
Fazendo-se a correspondência para tensões nor-
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mais e de cisalhamento, obtemos: 
r ... o 
X X 
r ... o y y 
r ... o z z ( 3. 6) 
Yxy ... T xy 
Yxz ... T xz 
Yyz ... T yz 
As leis da elasticidade em geral dão as relações 
entre as tensões e deformações envolvidas no problema. Porém,p~ 
de-se também formular as leis pela introdução do "Potencial Elâs 
tico11 • 
Admite-se que cada volume elementar do corpo po~ 
sue uma energia potencial dependente do estado de deformação. 
Visto que o estado de deformação fica completamente descrito p~ 
las componentes da deformação dados em ( 3.2), pode-se escrever 
a energia potencial elástica por unidade de volume como sendo 
( 3. 7) 
Desprezam-se aqui os fenômenos termo-elásticos. 
Foi estabelecido experimentalmentelll que o com-
portamento elástico linear para a maior parte dos materiais es-
truturais está perfeitamente descrito por uma lei da forma da 
equação (3.7). No caso da deformação infinitesimal, H é uma 
ção quadrática, homogênea e defini da positiva l l l. Vis to que 
fun 
as 
componentes da deformação no domfnio elástico são muito peque -
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nas para a maioria dos materiais (ordem de grandeza 0.001), as-
sume-se que o Potencial Elástico é uma função definida positiva 
homogênea, quadrática das componentes da deformação. Em vista 
disso (3.7) é uma função de quarto grau em relação as derivadas 
da deformação. 
O estado deformado pode ser descrito nao somente 
pelas componentes da deformação Y .. mas também pela grandeza e 
1 J 
direção das elongações printipais. 
Para um material isotrõpico, o potencial elásti-
co sera independente das direções das elongações principais e, 
então, completamente determinado pelos invariantes (3.5). 
Podemos escrever: 
H = H ( 1 1, 1 2, 1 3) (3. 8) 
Uma função conveniente homogênea quadrática dos 
componentes da deformação que possua a forma da equação (3.8) e: 
Onde CL 1 e CL 2 , para um mate ri a 1 homogêneo, s ao coe 
ficientes constantes. Se o material é heterogêneo, então a 1 e 
a 2 são geralmente funções das coordenadas x, y, z. Com (3 .5a) 
podemos reescrever (3.9), assim: 
(3.10) 
Esta expressao sera definida positiva se e somen 
te se: 
CL 1 > 0 - 1 < < 2 
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donde segue que 
(3.11) 
Para deformaç~es infínitesimais, a equaçao (3.9) 
deverá ser estudada na "Teoria da elasticidade linear do pote_!! 
c i a 1 e 1 ás t i co" • 
Na dedução das energias sera considerado que a 
seçao transversal do perfi 1 tenha ao menos um eixo ,de simetria 
e que sera adotado como sendo o eixo vertical (y). 
Tomando um elemento infinitesimal dz situado a 
uma distância z da origem do sistema de coordenadas situado em 




Designando por u=u(z,t) o deslocamento da haste na di 
reçao x v=v(z,t) o deslocamento na direção y, w=w(z,t) o encur-
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tamento da haste na direção do eixo 0-z, 8=8(z,t) a rotação da 
seçao transversal da haste em torno do eixo 0-z. 
Convencionalmente serã adotada a regra da mao di-
reita para designar o sentido positivo dos eixos. Para o siste-
ma de coordenadas locais adotaremos os eixos y, x, z como mos -








COO ROE NADA Z COORDENADA Z + dZ 
Fl8URA (3.2) 
~---~ - --~ 
A haste sofrerã deformações, cujas configurações 
serao genéricos pois não se sabe a priori como serão as formas 
das mesmas. 
Foi necessãrio se fazer certas hipóteses: 
l) A seçao transversal da haste é constante. 
2) As tensões nas fibras mais solicitadas devido ao esforços 
atuantes não excedem o limite de proporcionalidade no ins 
tante da flambagem (estabi 1 idade material). 
3) A deformação da haste, quando ela flete e torce, e tal 
que sua seção transversal não muda de formato. 
4) O montante será considerado perfeitamente rígido a flexão 
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e incompressível. 
5) Será desprezado o alongamento do cabo. 
6) A ação externa P permanece paralela a sua direção original 
quando a seu ponto de aplicação se desloca. 
7) Pequenas rotações. 
3.2. - ENERGIA CINl:TICA (T) 
A origem das coordenadas x e y \oi tomada como 
sendo no centro de cisalhamento ( CC) . A seçao transversal ro 
dará em torno deste centro como mostra a figura (3.3). 









A =areada seçao transversal 
pA = m/L massa por unidade de comprimento 
e = ângulo de rotação 
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1 = momento polar de inércia da seçao em relação ao centro 
p 
de gravidade (CG) 
e = distãncia entre o centro de gravidade (CG) e de cisa -
lhamente (CC) 
1 = momento polar de inércia da seçao em relação ao centro o 
de cisalhamento. 
tem-se: 
1 = 1 + 1 
p X y 
Do teorema de Steiner, ou teor.ema dos eixos pa-
ralelos, vem: 
1 = 1 + 1 + Ae 2 = 1 + Ae 2 
O X y p 
A energia cinética é dada por: 




2 J - 2-) dz+ 
~ ' I L + 2 2 ae <rtl dz (3. 12) 
o 
desenvolvendo (3. 12) , vem: 
T = pAf L(~)2dz+ 
2 a t 
o 
pAe2J L(~) 2dz+pAef 
2 dt 
o o 
+ ~J L (~) 2 dz-pAeJ 2 dt 
o o 
L 










Agrupando os termos e fazendo K2 = o T (quadrado 
do raio de giração), ao se dividir e multiplicar (3.13) por A, 
obtem-se: 
AK 2 ae a ae 
f 
L 
2 f L 




2 f L + pA (2-Y.) dz-pAe (2-Y.) (~) e 
2 at at at 
o o 
dz+ p~e2 f L 
o 
Que e a expressao da energia cinética. 





Na dedução da "Energia Potencial Total" do siste 
ma foram feitas algumas considerações. 
-A primeira e que supoe-se que a estrutura tenha 
um nrvel inicial de energia U produzido por uma tensão inicial 
o 
cr , no cabo. A finalidade desta tensão inicial cr é que com ela 
o o 
pode-se representar melhor fisicamente o comportamento da estr~ 
tura e facilita a utilização de uma teoria linearizada. Se, por 
hipótese, adotássemos uma tensão inicial cr nula, para que oca 
o 
bo, e posteriormente a haste começassem a serem solicitados, a 
haste sofreria grandes deformações o que nos levaria a uma nao 
linearidade geométrica e consequentemente o nfvel de utilização 
da estrutura ficaria reduzido visto que ela já estaria numa po-
sição muito deformada. Outra consideração a ser feita é que a 
tensão cr seja praticamente constante no decorrer do estudo mas 
o 
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para cada tensão cr existe uma carga crftica de instabi !idade. 
3.3. 1 - ENERGIA DE DEFORMAÇÃO DO SISTEMA (V) 
3.3.1.1. - ENERGIA INTERNA INICIAL (U) o 
Este nfvel inicial de energia U
0
, na estrutura , 
nao influirá no estudo, pois sendo uma parcela constante suava 
riação é nula. Desta forma nos defrontamos com um problema pur~ 
mente estático consistindo apenas em determinar as reações pro-
vocadas pelo cabo e pelo montante na haste provenientes da ten-
sao inicial cr . Estas reações serão consideradas esforços exter 
o 
nos e que realizarão o trabalho das forças externas ao sistema. 
Da figura ( 3.4) ti ramos: 
a = /z2 +fi2 
p 





cos A+cos B 
sen A+sen B 
= Z (b-a)+al 
P ab 
= 
( b+a) h 
ab 
z 
h = distância entre a extremidade do montante e o centro de 
cisalhamento. 
T = esforço no cabo. o 
A,B = ângulos formados pelas direções do cabo com o eixo Z 
a,b = comprimentos parciais do cabo. 
A reaçao de T na haste sera dada por 
o 
N = T (cos A+cos B) 
o ( 3.15) 
substituindo, vem: 
N = To [z (b-a)+al] 
ab 
(3.16) 
A reaçao do montante na haste sera dada por: 
T = T (sen A+sen B) 
o 





3.3. 1.2 - ENERGIA DE DEFORMAÇÃO DA HASTE (V) o 
( 3. 18) 
Na obtenção da energia de deformação da haste em 
função dos esforços solicitantes iremos apresentar as parcelas 
separadamente: 




solicitantes M e M e dada por: 
X y 
·/' M2 ·/' M2 VM X dz _y_ dz TIT 2EI X y 
o o 
sendo: 
EI = rigidez a flexão no plano x-0-z 
y 
EI = rigidez a flexão no plano y-0-z 
X 
( 3. 19) 
Oa resistência dos materiais, tem-se as relações 
e M = EI (cl
2
u) 
Y Y ílz 2 
substituindo-se na integral, chega-se a: 
·/' E 1 2 2 ·/' E I a 2 2 _x(~) X( V (3.20) dz --) dz 2 ílz 2 2 a z 2 
o o 
Observação: Não seri consid~rada a energia de deformação 
devido ao cisalhamento por ser desprezfvel. 
2) A energia de deformação devido a torção em função does -





2GJ t (3.21) 
Jt = momento de inércia a torção, também chamado de cons-
tante de torção cri 2 1. 
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Jt = .!_ ( t 3 dA onde a Integral se extende a todo o desen 
3 j L ' 
volvimento L dos elementos da seçao ou ainda quando 
se tratar de peças compostas, tem-se: 
1 n 3 
3 
1: m.t. , com m = comprimento da linha média da 
i e J 1 1 
seçao considerada e t = espessura do elemento. Por -
tanto Jt é uma carac.terfstica da forma e dimensão da 
seçao considerada. 
Designando 8' o ângulo causado por Mt na unidade de comprl 
mento da haste, obtem-se as relações: 
dS M 
8 , = = _t_ 
d z 
substituindo-se ( 3.22) em (3.21), obtem-se: 
onde: 
2 
(~) dz az 
GCT = rigidez a torção. 
( 3.22) 
(3.23) 
3) O empenamento é caracterizado pelo fato de que a seçao 
transversal da haste ao se deformar nao permanece mais 
plana. Os deslocamentos do ponto no plano podem ser dados 
pelas expressõesl 37 I: 
V= -xS 
u = +ye 
-Os deslocamentos correspondentes aos eixos sao: 
(3 .24) 
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U + X 
V + y 
w + z 
Designando w(x,y) a função que caracteriza a forma do em-
penamento e por e• o ângulo causado por Mt na unidade de 
comprimento da haste, Mt atua no plano x-0-y. 
(3.22) posso escrever: 
w = e• w 
Mas com 
(3.25) 
Tomando-se um elemento Infinitesimal dz da haste, o angu-
lo de torção de será dado por: 
e• = de (3.26) 
dz 
Se houver impedimento parcial, este manterá a mesma forma 
w(x,y) mas sua intensidade será reduzida como se fosse pr~ 
vacada por um momento de torção uniforme Mtu < Mt, 





Portanto (3.25) permanecera válida, notando-se porem que 
6 1 varia so com z e w varia com x e y. Um elemento dz de 
uma fibra sofrerá uma alteração de seu comprimento, evi -
dentemente igual- a dw, isto implica que haverá um alonga-
mento e que sera expresso por: 
dw 
E = dz 
Sabendo que 6 1 so depende dez e representando 




= dz ( 3. 2 8) 
posso escrever: 
E = 8 11 W ( 3. 2 9) 
O cálculo da tensão normal é dado pela expressao conheci-
da da resistência dos materiais o= EE. Pode-se calcular 
a tensão normal na seção transversal da haste, e vale: 
o= E 6" w ( 3. 3 O) 
A tensão o varia dentro da seçao com a função w(x,y), (d.J. 
mensão: L 2 ). 
A grandeza w toma o nome de "área setor Ia 1". Quando nao 
existe na seção outros esforços solicitantes (M,N) que dean 
lugar a tensoes normais,as tensões dadas em ( 3.30) devem 
estar em equilfbrio, isto é, devem ser tais que: 
6" w dA = O 
J yodA = J y E 9" w dA = o (3-31) 
A A 
!:"" . /: E 6" w dA = o 
Como E EJ " e constante dentro da seçao, impl I ca: 
f w dA = o 
A 
f y w dA = O 
Jx w dA = O 
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( 3. 3 2) 
Estas três Ültimas igualdades constituem propriedades ca-
racterísticas da função w correspondente ao caso em que 
não existem M, N e que toma, então o nome de "área seto -
r I a 1 p r i n c i pa 1 " 1 2 1 • 
Define-se como sendo "momento de inércia setorial" a gra_!! 
deza que tem a dimensão L6 , e é dada por: 
dA =f ;2 
A 
dx dy (3. 33) 
A energia de deformação por unidade de volume e assim ex-
pressa: 
VE 
1 dv (3.34) = J a e 2 zz zz 
V 
Sabe-se que: 
a = E 8" w zz 
-e = 8" w zz 
Substituindo-se em (3.34), obtém-se: 
V =..!.f E(8") 2 (w) 2 dv = .!f E (8") 2 (w) 2 dxdydz 
E 2 2 
V V 
Como w e função so de x e y, vem: 
onde: 
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= momento de Inércia setorial, também conhec Ida por 





l2 I então: 
(3.36.a) 
Portanto a energia de deformação da haste (V ) 
o 
dada pela soma de (3.20), (3.23) e (3.36.a), 
E 1 íl 2 v 2 L EI a 2 u 2 
V 
o 
= J L _x(-) dz+ f --..:i(-) dz+J 
o 2 
é) z 2 
EC íl 2 e 2 
~(-) dz 
2 ílz 2 
o 
3.3.1.3. TRABALHO DAS MOLAS (V
1
) 
2 é) z 2 
assim: 
L GC,. ae 2 
-(-) dz+ 
2 dZ o 
(3.37) 
e 
Como jã foi dito anteriormente, existem dois ca-
sos em estudo. O primeiro, CASO 1, trata da suposição feita de 
que o vfnculo entre a haste e o montante seja um engastamento,e 
em relação a extremidade da haste, considerar-se-à a possibili-
dade de aparecer alguma restrição à torção. Desta forma Intra -




= O, a extremld~ 
de da haste serã livre para rotações. Se K1 + m, o vínculo ten-
derã a ser um engastamento perfeito em relação a torção. A pos! 
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çao de K1 e mostrada na Figura ( 3.5). 
kl 
J 
z= z = 1 
(a J I 
(b, 
Fl8URA (3.5) 
O trabalho efetuado por esta mola de torçao e da-
do por 
(3.38) 
O segundo caso, Caso 11, trata da suposição feita 
de que o vfnculo entre a haste e o montante seja uma articula -
ção elástica de rigidez K
2
, em relação à torção, como mostra a 
Figura (3.6). Se K
2 
= O, trata-se de uma articulação simples. 
Se K
2 
~ oo o vfnculo tende para um engastamento perfeito entre a 
haste o o montante. Com relação a extremidade da haste o probl~ 
ma se torna igual ao apresentado no primeiro caso, e analogame~ 
te o trabalho de K será dado por (3.38). 
1 
Na Figura (3.6), da geometria ti ramos que: 
ó 1 = a ( 1 - cos e) 
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= a(1-1+ TI 
a+b+h-v* = v+õ 1 +(a+b)cos 9+h cos • 
















Ainda da figura (3 .6) tiramos que: 
u = h sen $ - b sen e 
para pequenos ângulos: sen e e , sen $ - $ •• 
sen $ 








= -- + 2 
!J.cu 2+2bu8+b 2 82) 
2 h2 
- V (3.41) 
O trabalho efetuado por K2 sera dado por: 
(3.42) 





2 2b) c2 = (- + 
h h2 
( 1 + *' 2 c 3 = 
3. 3. 1. 4 - TRABALHO DAS FORÇAS EXTERNAS (W) 
As reaçoes provocadas pelo cabo e pelo montante 
provenientes de uma tensão o na haste serão considerados como 
esforços externos juntamente com o carregamento P (o qual se 
deseja determinar o seu valor crftico de instabilidade). Se o 
montante está vinculado à haste rigidamente o trabalho reali-
- - • ( NC) zado por T sera nao conservativo W . São as chamadas "fo11CM 
er forces" ou "forças seguidoras". 
Se o montante está articulado elasticamente a 
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haste o trabalho realizado por T sera conservativo como mostra 
a F i g u r a ( 3. 6) • 
A Figura (3.10) nos dá a idéia do trabalho nao con 
servativo de T. Nos dois casos anteriores o trabalho de P será 
conservativo 
Passa-se a determinar as parcelas corresponden -
tes ao trabalho das forças externas. 
1) Trabalho realizado por N correspondente ao encurtamento 
da haste. A energia de deformação em função do 
solicitante N é dada por: 
onde: 
A= areada seçao transversal da haste 
E = módulo de elasticidade (módulo de Young) 
N = esforço de compressao provocado por T o 
esforço 
(3. 44) 
Da expressao (3 .16), substituindo em (3 .44) obtem-se: 




Constante (3 . 4 5) 
2) Parcela referente ao trabalho realizado por N devido a in 
teração esforço normal-flexão. 
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Da Figura (3.7) , quando um elemento de compri -
menta dz passa para uma configuração de comprimento ds, o esfo! 
ço N, situado no centro de gravidade (CG) da seção, realiza um 
trabalho que é dado por: 
w1 = fl N(ds-dz) 
o 
N(~ -l)dz dz ( 3. 46) 
O elemento ds é dado por (ver Figura 3.7) 
( 3· 4 7) 
Desenvolvendo em série de Taylor, obtem-se: 
2 • 2 1 av* • ds ..!.cªv'"> 1 ( a v*) .!.cªu*> 
dz = 1+ + - li(-) + ••• 2 az li az 2 az az 
(av1') • <ªu*) • Desprezando-se e em presença de az az 
( av*> 
2 
(aut,)2 e vem: az az 
ds 1 av•'< 
2 
1 (au*)2 






Substituindo-se (3.48) em (3.46), obtem-se: 
fº
L 6 2 JL 6 2 
WI = l N (ÔV'") + .!.(ÔU'") dz 
2 az 2 az ( 3. 49) 
o 
As coordenadas u* e v* sao referidas ao CG da se 
çao. Fazendo-se uma mudança de coordenadas para o CC, origem do 
sistema de coordenadas. Assim da figura (J.7.b) tiramos que: 
A e - + V .. = V + e cos = V e 
u>': = u + e sen e -= u + e 0 
av* av 
ãz = ãz 
au* au ae 
ãz = ãz + e ãz 
Substituindo-estas relações em (3.49), obtem-se 
finalmente: 





N (av) <ªu> 2 <ªu><ªª> 2<ªª>2]d ãz + ãz + e ãz ã'z +e ãz z (3.50) 
3) Trabalho do esforço·externo P que atua na coordenada z 
p 
sera.sempre- conservativo.:Para a deteiminação do abaixa 
mento da carga P durante a flambagem lateral, considere 
mos as reaçoes provocadas por P mostradas na figura()B) 
cujos valores sao: 
p 1 = f<L- zp) (3.51) 
Pz 
p = ___e_ (3.52) 
2 L 
Para facilitar a compreensao dessa dedução supomos que 
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na coordenada z , ponto de aplicação de P, haja um engas-
p 
tamento e que existem duas hastes em balanço de comprime~ 
tos z e L-z sujeitas aos carregamentos P
1 
e P respecti 
p p 2 -
vamente. Considerando um elemento infinitesimal dz situa-
do no eixo longitudinal da haste. Há uma curvatura deste 
elemento no plano x O z, sendo a seção abaixo do ponto d,e 




Na figura ( 3.9), a variação da tangente à 1 inha elástica 
é dada pela segunda variação do deslocamento u, ou seja 





Fl81.RA( 3. 91 
A extremidade da haste descreve um comprimento de arco in 
finitesimal ds, dado por: 
ds = 2-(2..!!.) (z -z) dz 
dZ dZ p 
no plano xOz. 
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A componente vertical deste comprimento de arco e dada por 
(ver figura ( 3.10)): 
dv = 0ds a
2 u = e (z -z)dz 
dZ 2 p 
(3,53) 
O abaixamento do ponto de aplicação da carga P devido a 
flambagem lateral da haste é obtido pela soma de todas as 
componentes dv da haste entre 0-z ou z -L. O trabalho de 
p p 
P será a soma dos trabalhos de P1 e de P2 . Então, tem-se: 
f
z fl C p a2 u a2 u 
W e Pv*I + Pl(-)(e)zdz+ P2(-)(S)(L-z)dz+Pól 
p Z dZ 2 dZ 2 
p o z 
p 
sendo que: 
v* = V COS 0 Z V 
'i 







ô 1 = a(l-cos e)= a 2 , vem: 
P(L-z ) a2u f L 
~~..._(~) (e)zdz+ 
L 3z 2 
z 
p 
Pz 32 u 
---E.(~·) (e) (L-z)dz+ 
L 3z 2 
4) O trabalho do esforço T proveniente da açao do cabo no 
montante é diferente em cada um dos casos. Senão vejamos: 
4.1) No caso em que o sistema é conservativo (Caso 11),da 
figura (3.6) tiramos que o trabalho de T resultará: 
Wc - T v* (3,55) T -
Com (3.41), substituindo em (3.55), vem: 
4.2) No caso em que o sistema é nao conservativo (Caso 1) 
da figura (3.10) tiramos que o trabalho de T resultará: 
w~C = -T v*I -f2 TT 11 ( 32 u)(8)zdz-fl T12 ( 32 u) (e)(L-z)dz 
l Z az 2 az 2 
T o ZT 
+T I ô 2 -T 2 (u+<\) (3,57) 
sendo que: 
TI = T cos e = T 
T2 = T sen e - Te -









ô b(l-cos 8) - b 92 = - T 2 
ô3 = b sen e = b8 
v* = V cos e -- V 
Substituindo tudo em ( 3.57) e fazendo zT = zp chega-se a: 
WNC -Tv-fzp 
T(L-zT) a2u fL TzT a
2u 
= (-) (S)zdz- -(-) (e) (L-z) dz T L az L a z2 o z p 
+T b8
2 
-21 -Teu! -Tb8 21 (3.58) 
ZT ZT ZT 
A Energia Potencial Total TI sera a soma da energia 
de deformação da haste com o trabalho das forças externas 
li= -V+ W 
Por outro lado a energia de deformação da haste e 







V = U + V + V 
O O 1 
(3.60) 
Substituindo (3.60) em (3.59), vem: 
TI = -(U +V +V ) + W. (i=l ,2) (3 .61) 
O O 1 1 
No caso em que o sistema e nao conservativo o tra 




= w e WN e w w (3 . 6 2) p + T + N + 1 
No caso em que o sistema e conservativo o traba -
lho das forças externas W. sera: 
1 
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Olhando para a expressao ( 3.45), parcela correspo!!_ 
dente ao trabalho realizado por N no encurtamento da haste, nota 
se que se trata de um valor constante e que sua variação é nula 
durante o estudo. Sendo assim, pode-se agrupá-lo com o n rvel i n i 











Introduzindo (3.64) em (3.61), vem: 
TI= -(Ü +V +V 1 ) + W. O O 1 
(3.64) 
( 3.65) 
Substituindo (3.37), (3.38), (3.43), (3.50), (3.54) 
(3.56), (3.58) em (3.65), 
para i = 1 
II = -{ü + _x(-) + _y_(-) + f 




u 2 GCT Ô 8 2 
-(-) + 
2 ôz 
EC a2 e 2j 
--1!(-) dz+ 




2 z=L 2 r




au ae ae 
2
] 
(~) +(~) +2e(-) (-)+e 2 (-) dz+ 
i 
O 





u f z 
+(P-T)vj +(P-T) p (-) (S)zdz+(P-T) _E. 
z =z L ô z 2 L 
p T o zp 
ô 2 u 
• (-) (e) (L-z) dz+(Pa-Tb) 
ôz 2 
para = 2 
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-1 -Teu j 
2 z =z z=z 
P T T 
( 3 . 66 l 
IL[EI 32y 2 1T = -{TI + _x(-l + 0 2 3z 2 o G CT 3 0 
2 








2 3z 2 
l l N f L [ 3v 2 
+ - K1e21 + - K2(c1u2+c2uB+c3e2) 1 } + - (-) + 





3 u 3 e 3 e 2] f P ( L - z l 
+(-) +2e(·-) (--)+e 2 (-) dz+Pvj +P .P 






Z 3 2 u 
__e,(-) (B) (L-z) dz+Pa 







MONTAGEM E MINIMIZAÇÃO DO FUNCIONAL 
O funcional que iremos montar é também conhecido 
por "Lagrangeano" ou "Potencial Cinético". E é dele que se ob-
tem através da sua minimização as "equações de Euler-Lagrange" 
ou "equações do movimento" e as "condições de contorno naturais". 
4. l - MONTAGEM DO FUNCIONAL (L) 
A Energia Total (L) do sistema e dada por: 
L=T+IT ( 4 • l ) 
sendo que: 
T = energia cinética 
II = energia potencial total 
onde: 
rr = -V + w 
L = T - V + w. (i=l ,2) 
1 
(4.2) 
Considerando somente os termos lineares de (3.14) 
para o Caso 1, o Lagrangeano se.rã: 
L 
·-{ ü + 
o f [E: x 
o 
1 K 02 
+ 2 1 
z=L 
2 2 EI 











a 20 2] (--j) dz + 
az 
a 2] <a~) dz + 
f 


















(L-z)dz + (Pa-Tb) 
2 = Teu 
z =z p T 
Para o caso 11, o Lagrangeano sera 
pA 
L = T 
IL[EI {Üo + -;- EI a2 2 GCT _::J_ (-u) + -2 az 2 2 2 EC (ªª·) + w az o 2 
1 21· 1 2 2 1 + 2 K1e + 2 K2 (c1u +c 2 ue+c 3e) }+ 
z=L z=z T 
( l.':!.) 
2 
+ 2e (l.':!.) (~) 
2 
+ + e2(~) ] dz + Pv + az az az az 
z=z p 
f zp (L-z ) 2 
J'. 
z ª2 + p P (ª ~)(e)zdz+P ......P. (-u ) ( e ) ( L - z ) d z 












)] 'z=z + -2 2h p 
T 
p 
( 4. 3) 
+ 
( 4. 4) 
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4.2. APLICAÇÃO DO PRINCÍPIO DE HAMILTON 
Do Princfpio de Hamilton, tem-se: 
Para sistemas holonômicos (ver Apendice 11) pode-
se permutar os símbolos J e o, de (4.5) obtemos: 
(4 • 6) 
4.3.- MINIMIZAÇÃO DO FUNCIONAL (L) 
Imagina-se que a estrutura esteja num estado de 
e q u i 1 f b r i o s o b o c a r rega me n to P . 
Dando uma perturbação, como por exemplo: for-
ça de impacto ou qualquer ação externa, tirando-a da posição de 
estabi 1 idade. 
Cessada a causa externa, esta entrará em estado de 
vibração com frequência w. 
Assumindo a forma geral de soluções no espaço e 
no tempo como sendo: 
u = u(z,t) 
v = v(z,t) 
e = e(z,t) 
( 4. 7) 
tem-se soluções do tipo complexa e complexa conjugada, assim: 
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u(z)e ± iwt u • u = 
v(z)e ±iwt ( 4 • 8) v,v = 
e. e e ( z) e ±iwt = 
sendo u(z), v(z), e(z) as amplitudes do movimento. 
Para o estado de equilfbrio "estável", entra-se 
com a justificativa ffsica suficiente para assegurar que cada 
frequência de vibração w tem que ser real, em outras palavras 
todas as soluções para w2 terão que ser positivas. 
A frequência de vibração decidirá qual será o t! 
pode movimento e se o equilfbrio é ou não estável. Como solu-
ções do tipo complexa, as duas formas: complexa e complexa con 
jugada satisfazem, deve-se tomar as duas. 
Para simplificar a notação, façamos: 
av 
ãt = vt 
a 2 v 
a t 2 
vtt 
av 
ãz = V z analogamente para as demais. 
Derivando (4 .8) em relação ao tempo t, vem: 
. -iwt = -v,we 
v 2 = V • V 
t t t 
( . iwt) ( -iwt) = v1we -v;we = 
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Analogamente: 







u i tJJe iwt ut = 
-uiwe -iwt ut = 
2 
ut = u2w2 
vt· 8 t (viweiwt)e(-iw)e 
- i wt w2 v 8 = = 
Derivando (4.8) em relação a z, obtem-se: 
u = u e iwt z z 
- i wt u = u e z z 
u! = u . u = u2 z ·Z z 
iwt u = u e zz zz 
-iwt u = u .e zz zz 
2 = u . u = u2 u zz zz zz zz 
Analogamente 
0 2 = 0 .e = 0 2 z z z z 
0 2 = 0 .e = 0 2 zz zz zz zz 
u .8 = (u eiwt)(ã e-iwt) = u .e 
zz zz zz ( 4. 9) 
Substituindo-se as expressoes (4.9) em (4.6), no-
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ta-se que ela ficou independente do tempo t. Dessa forma de (4,6) 
tem-se: 
-+ Mfnimo (4.10) 
Sendo os instantes t
1 
e t 2 arbitrários resta agora 




Ldz = O (4.11) 
1 
e que corresponde a um valor estacionário da energia total do 
sistema. 
O Princfpio Variacional de Hami ltonl~ 1 é o ponto 
de partida para se estabelecer as equações do movimento para p~ 
quenas oscilações em torno da posição de equi lfbrio da estrutu-
ra sob um estado de carregamento P. 




E C J l ~(6 ) 2 dz-ô(- K 6 2 J )+ 
2 2 z 2 1 z=L 
+(.!'!.
2
)ófl [(v ) 2 +(u ) 2 +2e(u) (6 )+e 2 (6 ) 2 ]dz+(P-T)óvl + z z z . z z z =z 
o P T 








Substituindo (4.9) em (11.4) e em/4.ll)resulta: 
EI GC EC J 
+ ..J.(u ) 2+ __!_(e ) 2+ _!!(e ) 2 dz-ô(! K 8 2 1 )+ 
2 zz 2 z 2 zz 2 1 z=L 













2} dz-ô [f K2 (c 1 u 2+ 
o 
z 
,l l(L-z Jl f p 
+c 2 u8+c 3 8
2 )Jj _ +P.ôvJ +PL Pjô (u
22
)(8)zdz+ 
z-zr z L 
p o 












1 ( 2 + 2h u + 
(4.13) 
Genericamente, o problema consiste em determinar 
o extremo de um funcional de três campos (u,v,8) contendo as se 
guintes funções: 
J[u,v,e] =ôí LF[u,v,8,u ,v ,e ,u ,v ,e ,z]dz+ôf.(u,v,e) 
Z Z Z zz zz zz 1 
o 
(i=l,2) (4. 14) 
ou 
J[u,v,eJ = ó 1 
1 
+ ó 1 • 
2, (i=l,2) ( 4 . 1 5) 
onde z e a Ünica variável independente, e 1 . = õf.(u,v,e) apa-
2 1 1 
recera como condiçio de contorno natura). Como em algum ponto 
poderá existir descontinuidade em alguma derivada das funções, 
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ou mesmo nas funções, como por exemplo: o esforço cortante sofr~ 
ra uma descontinuidade em v eu na coordenada z = z . Em zzz zzz p 
vista de que neste estudo nao se está considerando a energia de 
deformação devido ao cisalhamento, não haverá este problema, mas 
de uma maneira geral ter-se-ia: 
As funções u, v,e sao sempre de classe c2 
lação a variável z, com exceçao do ponto z = z , na qual 
p 
haver alguma descontinuidade. 
em re-
poderá 
Em virtude disso, no funcional F, e necessário fa-
zer a variação em trechos contfnuos, passando, desse modo a ter 
o seguinte aspecto: 
z 
T.[u,v,e] = of PF[u,v,8,u ,v ,e ,u ,v ,e ,u ,v ,z]dz+ 
1 Z Z Z zz zz zz zzz zzz 
o 
+Ôrl F[u,v,0,u ,v ,8 ,u ,v ,e ,u ,v ,z]dz+ 






Suponhamos que existam 
u = u*(z) 
v = v*(z) 
e= S*(z) 
(i=l,2) (4.16) 
funções estas que minimizam o funcional 1 . Qualquer outra fun-
1 
ção candidata pode ser representada ,em um campo de funções admissi -
veis, como sendo uma famflia de funções candidatas, assim expre~ 
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s a,s : 
u(z) = u* ( z) + e: 1ri(z) 
V ( Z) = v*(z) + e:2p(z) 
e ( z) = S* ( z) + e:3<1>(z) 
u ( z) = u* ( z) + e: 1 ri 2 (z) z z 
V ( Z) = v* ( z) +e:p(z) z z 2 Z 
e ( z) = S*(z) + e:3<f,z ( z) z z 
u ( z) = u * ( z) + e: 1 ri (z) zz zz zz 
V ( Z) = v* ( z) + e: 2 p (z) zz zz zz 
e ( z l = e* ( z l + e:3<!> (z) zz zz zz 
4.4 - EQUAÇÕES DE EULER-LAGRANGE E CONDIÇÕES DE CONTORNO NA1URA1S 
Aplicando-se o "Cálculo das Variações" em (4.15), 
chega-se a: 
F 
3 ( F ) 
32 
(F ) o + -- = u 
3z 
u 3z 2 uzz z 
F 3 (F ) 
32 
(F ) o + -- = 
V 
3z V 3z 2 
V 
z zz 
Fe - a (Fe ) 
32 
(FS ) o (4.17) + -- = 




(F ) J T] T] + - ãz u z u uzz zz z 
F [F -
3 
( F ) J p pz + 3z vzz vz V zz 
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( 4. l 8) 
Onde as equaçoes (4.17) sao as chamadas equaçoes 
de "Euler-Lagrange" ou equaçoes do "Movimento", e (4.18) sao as 
chamadas "condições de contorno naturais" por aparecerem natu -
ralmente da minimização do funcional 1
1
• 
Ao se fazer a variação de 12 i deve-se ter em con-
ta que esta variação é discreta, ou seja: em torno de um ponto, 
e não de uma forma contínua como em 1
1
• 
para = (CASO 1) vem: 




a 1 • 
ôf. =~, =O 
1 oe:. e: 
J j =O 
(j=l,2,3), (i=l,2) ( 4.20) 
Donde, substituindo a família de funções candida-
tas em (4.20) tem-se: 
1 
2 1 
= - l K (e*+e: <1>) 2+( Pa-Tb) (e*+e: <1>) 2-T(u*+e: ri) (e*+e: <!>)+ 21 3 2 3 1 3 
De (4 .20), para j = 
a 1 
ae:: i / e: =e:= =e: =O- T e ri 
1 2 3 
( 4. 2 l) 
( 4. 2 2) 
para j = 2 
(4. 23) 
para j = 3 
(4.24) 
para = 2 (CASO 11), vem: 
1 2 2 2 J 2h (u +2bu8+b e ) = O (4.25) 
Donde, substituindo-se a família de funções candi 
datas em (4.20), tem-se: 
(4.26) 
De (4.20) ,para j = 
ai 
221 
~ e =e =e =0=-
1 2 3 
( 4.27) 
para j = 2 
para j = 3 
d I 2 2 
-d -1 = 
e: 3 e: =e: =e: 





( 4. 29) 
De posse das equaçoes (4.17), e aplicando em (4.12) 
obtem-se as equações diferenciais a derivadas parciais do movi-
mento. 
CASO 1: 
1) mw 2 (u+ee)- 2..IN(u +ee >]+ _l:_[-EI (u )+ 
azl Z Z az2 y zz 
2z.z J +(P-T)(z+z - ~-P)(e) = o 
p L 
(4.29.1) 
2) mw 2v- 1-[N(v >]+ L[-Et (v >] = o 
dZ Z dZ2 X ZZ 
(4.29.2) 
zz.z a [ 
3) mw 2 (eu+K 2S)+(P-T) (z+z - __:_e_) (u )- - -GC 
. p L zz clz T 
(8 )+Ne(u +eS >]+ z z z L[-Ec (e >] = o d z2 W Z Z (4.29.3) 
Analogamente, de posse das equaçoes (4.17) e apll 
cando em (4.13), obtem-se as equações diferenciais a derivadas 
parciais do movimento. 
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CASO 11: 
1) mw 2 (u+ee)- 2 . .ÍN(u +ee >]- L[-EI (u )+ 
azl Z Z az2 y zz 
2z z J 
+P(z+z - -L)(e) = o 
p L 
(4.30.1) 
_LÍN (v )J+ 
az L z L[-EI (v >] = O dZ2 X ZZ (4.30.2) 
2zz a [ 
3) mw 2 (eu+K 2 8)+P(z+z - ___:__e_) (u )- - -GC 
p L zz az T 
(8 )+Ne(u +e8 )]+ z z z L[-Ec (e >] = d z2 W Z Z o 
(4.30.3) 
Aplicando-se (4.12) em (4.18) e adicionando-se o 
resultando da variação em (4.19), vem: 
CASO 1: 
L 
ln +[(P-T) (z+z -z . p 
2:z,z ~ 1 __:__e_)e n +{N(u )-












-Te I n (4 . 3 1. 1 ) 
zp 
L L 















Analogamente, aplicando (4.13) em (4.18) e adicio 





)J ! n +[P(z+z -z p 2z.z J 1 -..::...e.ie n +{N(u )-L z z 
o z p 
L 
















p + { N ( V ) - .J.. [- E 1 ( V )J } 1 z z az x zz 
o 





)]}1 </>+(-K 1 8)j </> +{Pa8-T[be+ 
o z=L 
K2 







4.5 - CONDIÇÕES DE CONTORNO IMPOSTAS OU GEOMtTRICAS 
Em virtude das restrições a deslocamentos e impo-
sições ffsicas,como por exemplo, momentos fletores iguais a ze-
ro nas extremidades, as condições de contorno geométricas serao: 
u (o) = u ( L) = o 
V ( 0) = v ( L) = o 
uzz(O) = uzz(L) = o 
vzz(O) = V (l.c) = o (4.33) zz 





= 1, teremos: 
0(0) = 8 ( L) = o 
0
2
(0) ~ o 
0
2
(L) ,; o 
8zz(O) F o 
8 zz ( L) ,; o (4.34.1) 
E, se houver restrição com relação a torção somen 
te em uma extremidade À
1 
= 1, À 2 = O, teremos: 
e ( o l = o 
e (L) F o 
e z (o) =F o 
e z ( L) F o 
8zz(O) F o 




( a J 





Combinando-se as condições de contorno geomêtricas 
com as condições de contorno naturais obtem-se diferentes probl~ 
mas. Assim na expressão (4.31.1), para a condição de contornogeo 
mêtrica u (o) = zz u (L) = O, ter-se-á como condição de contorno zz 
natural n = n = O,obrigatoriamente do lema fundamental do Cál-
z 
culo das Variações. No caso particular em que P = T, sobra n=O. 
Para u (O) ,f,. O, u (L) ,/,. O, o que corresponderia a um engasta -zz zz 
menta nas extremidades tem-se que ter n = n = O. z 
Na expressao (~,31.2) para a condição de contorno 
geomêtrica v (O) = v (L) = O, ter-se-á como condição de cantor zz zz 
no natural p = O , obrigatoriamente. 
No caso particular em que N = O e P = T implica em 
p = qualquer. Para v
22
(0) f, O, v
22 
(L) ,f,. O, teríamos que ter 
p = p = O, obrigatoriamente. z 
Para a expressao (4. 31. 3) e necessário somente 
</> =</>=O, já que de (4.34.1) tira-se e (O) ,f,. O, e (L) ,f,. O z z z 
e (O)f,O,e (L),/,.0,eemu(z)i'0,8(z)i'O. zz zz p p 
1 O O 
CAPÍTULO V 
APLICAÇÃO DO M~TODO DE RAYLEIGH-RITZ 
5. 1 - CONS I DERACÕES 
A questão da estabi !idade pode ser respondida pe-
lo exame da equação variacional (4.14). 
A resolução do problema na forma em que está apr~ 
sentado é mais adequada pela integração do sistema de equações 
diferenciais analiticamente ou em outras palavras de uma forma 
fechada. Embora a resolução analftica dê uma solução exata, mui 
tas vezes isto não é possfvel pelo grau de dificuldade em que 
estas equaçoes diferenciais se apresentam. 
~ necessário recorrer forçosamente aos "métodos nu 
méricos" que apresentam soluções aproximadas. 
5.2 - APLICAÇÃO DO M~TODO AO PROBLEMA 
Uma das condições para a aplicação do método de 
Ritz é que as funções de aproximação escolhidas satisfaçam as 
condições de contorno geométricas. Para que haja uma generaliz~ 
ção do problema é necessário colocá-lo em uma forma adimensio-
nal. Fazendo: 
z 
X = I 
1/J 
u = I 
V 
\) = I 
~ 1 
az = I 
é) 1/J 
1 




u = 1/J.L 
V = \). L 
au 31/J 
ai= ax = 1/Jx 
( 5 • 1 ) 
( 5. 2) 
( 5. 3) 
( 5. 4) 
a 2 u a au 
= -(-) 
dz 2 az az 
av 1 
ãv = [ 
a 2 v a av 
= -(-) 
az 2 az az 







1 O 1 
ax 
= L 1/Jxx 
az 
av 
= ax = VX 
ax 1 
= - vxx 
dZ L 
e = já e adimensional (rd) 
ae ae ax 1 ae l 
ªx ãz = axaz = r ãX = [ 
a 2 e ..l..(~) 8
xx 
-- = = -
az 2 az az L2 
z = X,L o < z < L 
dz = LdX o < X < 
{ 5 . 5) 
( 5. 6) 
(S,7) 
( 5. 8) 
( 5. 9) 
Substituindo as expressoes acima em (4, 12) vem: 
L = f 
1 
[i w2 (lj,L) 2+ I K2w2 (e) 2+mew 2 (1/JL) (e)+ I w2 (vL) 2] Ldx-
o 
f 
llEI l Elx l GCT l 
- ---Y.(- 1/J l 2+ -(- vxxl 2+ -(-
2 L XX 2 L 2 L 
o 
EC l J 
~(- ªxxl 2 Ldx 
2 L 2 
Í
I 
N l l 
- [cwl 2+(v) 2 +e(1jJ)(-el+e 2 (-
2 X X X L X L 
o 
+(P-T) (vl) 1 +(P-T)fxp (1-XJ(t 1/Jxxl (e)XL 2 dX+(P-T)f l XP. 
x=x o p Xp 
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(-L
1 1/J ) (6) (1-x)L 2 dx+(Pà-Tb) 
XX 
multiplicando tudo por 
L = f 1 [ mw 2 L 4 ( 1/J) 2 + 










( ) (1-X). 







º ( > (1/ixx>(6). 
IE I y G C T a b ~ X 
P·a·L T L b b+a)h 
.(1-X)dX+ - 0 (-)( ) 6 2 
[ 
2 ( -] 
iEIYGCT iEIYGCT L ab 
• [(b::)~ (6) (1/i)+(P-T) 
x=x p 
Chamando: 








T L 2 
o 
1 O 3 
0 
= 1z (b-a)+aq 
, L ab J 
e substituindo em (5.11), resulta: 
2PL 2 
p = 
L =f\i2[<w)2+<fl2(e)2+2(fl (1/Jl (e)+(v)2Jdx-f1[ f(wxx)2+ 
o o 
+y(e ) 2+r(e ) 2+>\(v ) 2]dx-K1Ke
21 +f
1 
o.o[(w ) 2+ 
X XX XX . X=I X 
o 
f 
XP f 1 . 
• 
0 
(1/JXX)(e)XdX+XP(P-a.ck) X (1/JXX)(e)(l-X)dX+ 




E, fazendo-se o mesmo cami nhamento em (4. 13), che 
ga-se a: 
1 1 
L =f n2[(wl2+(fl2(e)2+2<fl<wl(e)+(vl2Jdx-f [f (1/Jxxl2+ 
o o 
+y(ex)2+ r(exxl2+}t(vxx>2Jdx·K1Ke2lx=l-K2K[<}l2(·1/J)2+ 
+ < .?.!:. + : ~ L l < 1/J l < e l + < 1 + }l 2 < e l 2 Jl+f 1 o. o [< 1/Jx) 2 + 
h x=x o 
p 




(0 ) 2 +(v ) 2]dx+(l-x >J P(,p )(6)xdx+ 
X X X X P XX 
o 
1 
+x f P(,p ) (6) (1-x)dx+ ;(I) (6) 2 j +P(v) +cr.ck[< 2\) (,p) 2 + P xx x=x 
XP p x=x p 
b b
2 
b 2]1 +(h) (,p) <9 )+(2hL + 2I"l 6 
x=x p 
Na escolha das funções de aproximação ver 
(5.13) 
Apêndice VI 1,7.3 
A representação das funções de aproximação para 
deslocamentos quando Ã 1 = O, Ã 2 = 1 (Fig. 4.1.a) é: 
FUNÇÃO TRIGONOMtTRICA 
N 
,P = l: 
n=l 
N 
V = L 
n=l 
a. sen n11x n 




Estas expressoes satisfazem as condições de contar 
no em z = O e z = L que são ,P(O) = v(O) = O e ,P(l) = v(l) = O 
respectivamente. 
E, para rotação teremos: 
FUNÇÃO TRIGONOMtTRICA 
N 
6 = i: 
n=l 
y sen n11x n (5.16) 
e que satisfazem as condições de contorno em z = O e z = L que 
são 6 (o) = e ( 1 ) = o . 
,P = n,r 
X 




a. cos n 11x 
n 
1 o 5 
N 
1/Jxx = -(nrr)




\) = nrr i: en cos nrrx X n=l 
N 
"xx 
= -(nrr) i: en sen nrrx 
n=l 
N 
e = nrr i: yn cos nrrx X n=l 
N 





= O (Fig. 4.1.b) as funções de 
aproximação para deslocamentos não se alteram. 




l: yn sen (2n-1) 2 X n=l 
e que derivando obtem-se: 
N 
e (2n-1) 1T i: cos(2n-1) 1T = 2 yn 2 X X n=l 
N 
e - [(2n-1) (ÍlJ 2 i: sen(2n-1) = yn XX n=l 
1T 
- X 2 
(5.18) 
(5.19) 
Substituindo-se as expressoes (5.14), (5.15),(5.16) 
(5.17), (5.18) e (5.19) em (4.12) e (4.13) e aplicando a condi-
çao (4. 11) obtem-se um sistema de equações que pode ser posto 
sob a forma matricial: 
Onde os A .. ( i ,j=l ,2 ,3) sao as sub-matrizes da ma-
, J 
triz originária da Energia Cinética e é denominada de "Matriz do 





A,3 ª" a,. e. C,3 • 
822 + e •• 
A,, a., ª•3 e., e,, 
Fl8URA 15.1 l 
B .• ( i ,j=l ,2 ,3) sao as sub-matrizes da matriz erigi_ 
1 J 
nária do trabalho das forças internas, é denominad·a de "Matriz 
de Rigidez". 
C •. (i ,j=l ,2,3) sao as sub-matrizes da matriz erigi_ 
1 J 
nária do trabalho das forças externas, e denominada de "Matriz 
de Carga", e V. é denominado "Vetor de Carga". 
1 
Atentando-se para o sistema de equações na figura 
(5.1) nota-se que a equação em f\ é independente d,as demais que 
sao acopladas entre si (existem termos cruzados, (u).(e))forman-
do um sistema de equações de ordem inferior. Fazendo-se w2 =0(cr.!._ 
tério dinâmico) o que implica em P = P 't· , em 8k chega-se a e r 1 1 co 
uma equação estática. Como o conceito de estabilidade e um "con-
ceito dinâmico" esta equaçao não vai interessar no estudo. 
O novo sistema colocado em forma de auto valores 
sera: 
Onde Q 2 e o auto valor procurado e 
107 
e auto vetor 
e O = B - C (*) 
Escrevendo de uma forma mais compacta, se 
tem: 
0 X= íl 2 A X (5.20) 




2 1 X 
(5.21) 
A expressao (5.21) tambêm constitui um pr~ 
blema de autovalores só que colocado sob outra forma, onde 
' 'd 'd d M -- A-l O e a matriz I ent1 a e e 
(M - n2 l)x = e (5.22) 
O seguinte resultado ê bem conhecido: 
- Se M e simêtrica, então todos os autovalores são reais. 
Portanto, de um modo geral temos que: 
- Se Me simêtrica a insta.bilidade serã elãstica. 
- Se M não ê simêtrica a instabilidade poderã ser dinâmica. 
(*) O til embaixo da letra indica a notação de matriz. 
1 O 8 
Em (5 .20), fazendo-se 2 íl =0, vem: 
8 X = C X (5.23) 
Isolando-se o parâmetro de carga P em C 
chega-se a: 
8 X = P C X 
que constitui um problema de autovalores em P , e cujo resul-
tado serão os P r . exatos para cada modo de vibração cr t,cos 
(ou configuração de equilrbrio de Euler) da estrutura. 
O problema do equil rbrio seri estudado fa-
zendo-se a variação dos parâmetros P e cr e obtendo-se como 
resposta os autovalores 2 w que sao as frequências de vibra-
ção da estrutura sob o ji citado estado de carregamento, e 
quando 2 w trocar de sinal se atingiu a instabilidade. 
A instabilidade dinâmica ocorre quando · a 
primeira frequência de vibração ao quadrado (w-~) for maior que 




sob um mesmo estado de carregamento. 
Portanto: 
Se 2 w 1 > O , com 
2 2 w1 < w2 o sistema e dito estive].· 
Se sedia instabilidade elistlca. 
Se sedia instabilidade dinâmica 
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CAPÍTULO VI 
CONCLUSÕES 
6.1 - APLICAÇÃO A UM ESTUDO NÃO LINEAR 
ANALISE NÃO LINEAR 
Para se justificar a apresentação do "Critério 
da Energia" apresentado em (2.2.2) será desenvolvido um estu-
do da estabilidade de estruturas do tipo li no qual se aplica 
o caminhamente apresentado por Thompson1 8 1 que é baseado nos 
chamados "coeficientes de estabi 1 idade" e será levado em con-
ta a não linearidade geométrica. As estruturas do tipo li são 
aquelas nas quais o montante está engastado elasticamente a 
haste por meio de uma mola de torção de rigidez K2 e cuja 
extremidade inferior está impedida de sofrer deslocamentos ho 
rizontais como mostra a figura (3.6). Nas extremidades da 
haste (apoios) está se considerando que existam vTnculos do 
tipo "garfo" impedindo-a de girar 1 ivremente, como mostra a 
figura ( 1.2). 
Para este estudo foram feitas as seguintes hip~ 
teses: 
1 - Rigidez a flexão no plano vertical (YPZ) infinitamente 
grande. 
2 - Haste incompressTvel -e há interação entre os jsforços axi 
al e de flexão. 
1 1 O 
3 - Estrutura sujeita a grandes rotações. 
4 - O material obedece a lei de Hooke (material elâstico). 
A função "Energia Potencial Total" apresentada 
em (3.67) nao poderã ser usada em virtude de apresentar somen-
te os termos lineares. r necessãrio se fazer a dedução dos 
termos não lineares, apresentados a seguir, A curvatura da fi 
bra neutra da haste é dada por: 
A energia de deformação devido a flexão sera: 
L 
V - J i..!.:t. X2 dz - 2 
o 








= -dz are sen u· = ú (1 - 1/)-l/
2 • z zz z 
Substituindo-s~ em (6.2), tem-se: 
( 6. 1 ) 
(6.2) 
( 6. 3) 
sendo que do desenvolvimento em série de Taylor resulta: 
para se ter a linearização despreza-se 
1 1 1 
o trabalho de N 
' 
tendo como h i pó-
tese grandes rotaçoes (Ver figura6.l) • sera dado por: 
WN = N f: (1 - cos 8)dz ( 6 • 4) 
z 
FIGURA ( G .1) 
Observação: Para pequenas rotações ter-se-ia: 
WN = Nf (ds-dz) 
sendo / 2 /Í 2' 1 2 1 4 1 6 cose= ~1-sen 8 = J-u; = 1 + 2u; + ~ u; + lbu; + ..• 
- /1 -u * ) d z z 
Para se obter a linearização despreza-se 
Substituindo (6.5) em (6.6) vem: 
WN = NJL0(-21 U*2 1 u*4 1 u.6 )d z + ~ z + 1b z + .•. z 
( 6. 5) 
( 6 . 6) 
l 12 
sendo N função de T L que e • para Zp = 2 ' vem: o 
T L h Â!.) 2 +ii N o T 2T h h+b = - - • a = = a o a 2 
Como em (6.7) a dedução do trabalho de N está 
referenciada em relação ao centro de gravidade (CG) da seção 
transversal, é necessário se fazer uma mudança de coordenadas, 
do centro de gravidade (CG) para o centro de cisalhamento (CC) 
como mostra a figura (3.7) Tem-se: 
ti* - u + e sen em u + ee 
U* = u + eBz z z ( 6. 8) 
Substituindo (6.8) em (6.7), obtém-se: 
( 6. 9) 
Cabe aqui uma observação: 
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O termo nao 11 near sen 0 =0 - J! + •••. 
sera adotado como sendo sen 0 me já que para um valor 0=8º 
e3 
implica em J! < 0.4%0 . 
Substituindo os termos nao lineares (6.3) e (6,9) em (3.67), 
a função "Energia Potencial Total" ficará assim constiturda: 
= JL[!.4. (U2 +u2 .u.2+u2 .u4+ ••. )+ 
i zz zz z zz z 
o 
Kz [ 2 2 + - ~ + (- + 
z h2 h 
2b -) U•0 + 
h2 
( i+ *) 202] 
z=zT 
GC 
__r(e l 2 




L (uzz) (0) (L-z) dz 
z 
p 




P (uzz) (0) (z) dz 




As funções que satisfazem as condições de cantor 
no para u e e, e que acompanham a deformada da estrutura 
podem ser escritas como sendo funções de aproximação do tipo 
polinomial, assim: 
(6.11) 
Tomando-se a expressao de IT , já adimensional izada: 
J
1EC 
+ w (0 ) 2 dx 
L 2E I XX o . y 
+ 
(1+ ·*) 2 (0) .2] 
x=xr 
<:7:\ J)(,x' f ',J'• Í('? f ',l 4• ft(',• f 
-:~2 JxP('l'xx)(0)(x)dx -
y o 




E I L 
y 
(6.12) 
1 1 4 
Sendo 
GCT EC K2L 2T0 
L3 
PL 2 e w K p a = _E_I_ = 
L2EI 
= ET (J = = ET y y aEI y y y 
os parâmetros adimensionals. 
Para facilitar as integrações que sao trabalhosas faremos com 
que Q2 = R2 = O ; mas na necessidade de se obter um estudo 
pós-crftico mais apurado e conveniente adotar funções com um 
número maior de graus de 1 iberdade. 
Fazendo-se as variações para ~ e e, vem: 
~XX= 2Q1L 
2 2 
0 = (Rlx -Rlx)L 
2 
ex = (2R 1x-R 1) L 
0 = 2R L2 
XX l (6.13) 
Substituindo (6.13) em (6.10) e desprezando-se os termos nao 
lineares de grau maior ou igual a seis, vem: 
1 1 5 
(6.14) 
Adotando-se uma haste com seçao transversal simé 
tricaem relação aos dois eixos principais resulta e=O. Su-
ponhamos que a solicitação externa esteja aplicada no ponto de 
intersecção entre a haste e o montante e que,para efeito de 
simplificação, será considerada no meio do vão, então 
Efetuando-se as integrações em (6.14), resulta: 
- ( 2 4 ( ) 4 a. 2 4 2 2 L 2 . Q~ L 
2 
Il(Q 1 ,R 1 ,P,cr) = 2Q 1L) + J Q1L + J R1L +fl(ZR 1L) +K(-;;-z-)(---rr;-) 
3 2 4 
2L 2bl RlQlL b 2 Rll cr 2 
+ K(h + --;z) ( 16 )+K( 1+ 1,) (---u;-)- b(Ql L) -
(6.15) 
l l 6 
Chamando: 
e' cl> 2 '2 (2L 2bl) = = h + --;;z h 
'3 = ( l + E.) 2 r, = cb. > h h 
(2bh) 
2- -
T2 = T3 = (bh .. bh) hl hL2 ~ 
2 KC l (J crT l A = L (4 + 1b - b lb) 
B = 
3 KC2 20P 






KCJ p ( !!. ) crT J] = 1b - TI" - 1b L 
D = (~ - 1j]") L 4 3 





2AQl + BR 1 + 
4DQ3 = aQ, = ; l III! = 2A + l2DQ~ 
II 2 
a1I 
BQI 2CR 1 = 3R 1 
= + 
Nota-se que para Q1 = R1 = O 
II(O,O,P,cr) = o 
ou seja, o sistema admite solução trivial e mais, o caminho fun 
1 l 7 
damental ou caminho primário coincide com o eixo de P ou de cr. 
Deve-se lembrar que se está fixando um parâmetro de carga eva 
riãndo o outro. Para o exemplo fixaremos cr. 
Baseando-se no sinal dos termos da diagonal pri~ 
cipal e dos menores principais, pode-se discutir a estabilida 
de do sistema atravês da seguinte matriz: 
(6. 17) 
Para que haja um ponto de extremo (máximo ou 




Estas condições sao provenientes do Teorema de 
Lagrange e que e uma condição de estacionaridade da Função E-
nergia Potencial Total. 
Para que haja um "ponto de mfnimo" ê suficiente 
que (6.17) seja positiva definida, donde tem-se que ter: 
> o (6.20) 
sao condições de um ponto estável. 
Para que haja um "ponto de máximo", e suficiente 
1 1 8 
que (6.17) seja negativa definida, donde tem-se que ter: 
< o (6.21) 
sao condições de um ponto instãvel. 
Se houver "ponto de, inflexão", a matriz (6.17) 
torna-se indefinida podendo assumir qualquer valor. 
A condição para que haja um "ponto 'crftico" e 
> o (6.22) 
ou pelo menos uma das igualdades verificadas. A condição (6, 
22) é geral e nota-se que o ponto de mfnimo está incluido. 
Pode-se assim estabelecer a carga crftica atra -
ves da seguinte condição: 
(2A + 12DQ~) (2C) - B2 = O 
(4A + 24DQf) 
B2 
=e 
Desenvolvendo-se, chega-se a: 
, donde 
(6.23) 
1 1 9 
(4A + 24DQ~) = (6 • 2 4) 
onde: 
Para facilitar, suponhamos que P esteja aplic~ 
do no centro de cisalhamento da seção ttansversal da haste, o 
que implica em 
sul ta: 
PC= 9,6 
a I = o ; portanto, substituindo em (6.24), re-





Susbstituindo-se os valores de A,D,H,F em (6.24) obtém-se a 
fórmula para P crftico: 
-c 
P = 19,2 




2 Tb" + Tb" (6 .25) 
O ponto crftico se situa na intersecção do cami 
nho primário com o caminho secundário. Como o caminho primá-
rio coincide com um dos eixos, resulta, como já foi dito, em 
Q1 = R1 = O e o termo 
3 2 2 
20 a· L Q1 desaparecerá de ( 6.25). 
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Para se fazer o estudo do tipo de bifurcação que 
a estrutura apresenta e necessirio se fazer uma diagon•l ização 
e cujo esquema geral e: 
(6.26) 
Substitindo (6.26) na forma quadritica 
resulta: 
para se anular os termos quadriticos em u 1u2 e preciso que: 
fazendo. 
s = y = e 2C a = -ó = - (-) 
B 
obtém-se a seguinte transformação diagonal izante: 
= 
Aplicando (6.27) em (.6.16), resulta: 
(6.27) 




+ s[-<\c)u 1+u 2J·[u 1+(\c)u 2] + 
( 6. 28) 
1 2 1 
2 
De (6.23), temos AC =~já que Q1=0 no 
ponto crítico, e que substituindo em (6.28) resulta: 
+ 
(6.29) 




Percebe-se pela análise de (6. 30) que a co 
ordenada principal independente será u 1 e que na forma para-
métrica tem-se: 
u 1 = u(u 1) 
u2 = u(u 1) 
Derivando-se (6.30) em relação a u1 , vem: 
(6.31) 
Derivando-se (6.31) em relação ao parâmetro de carga P, ob -
têm-se: 
B = B(P) 
C = C(P) 
Da mesma forma, para u 1=u 2=o , tem-se: 
D(0,0,P,a) = O 
Portanto o caminho fundamental coincide com o eixo de P 
122 
Ava 1 i ando no ponto crTtico c (u 1=u 2=0), vem: 
DP ( c) = O 
1 (6 .32) 
De (6.32) se conclui que·neste tipo de estrutura nao aparece o 
fenômeno "snap through" (configuração Invertida). 
Derivando (6.31) duas vezes, vem: 
(6.33) 
Avaliando (6.33) no ponto crTtico, vem: 
c 
0 111 = O 
Derivando (6.33) em relação a u 1 , vem: 
Usando a transformação (2.35): 
-c c 0 1111 = 0 1111 ( s~ 1) (6.3~) 
(6.35) 
Avaliando (6,35) no ponto crTtico ~ m~ 12 = O então de (6.34): 
-c c 
1)1111 = 1)1111 (6.36) 
Para D> O ob·tém-se: 
dando portanto bifurcação simétrica está 
vel, como mostra a figura(6.2) . 
12 3 
P CRÍTICO 
BIFURCAçÃO SIMÉTIICA ESTAVEL 
Fl8URA 16.2) 
- . -= 
APLICAÇÃO NUMrRICA: Haste com dois garfos nas extremidades e 
submetida a uma carga transversal P no centro do vão. 
O ponto de aplicação de P será no centro de torção do perfil. 
Dados: 
6 2 E= 2.1 x 10 Kgf/cm 
G = • 81 x 1 O 6 Kg f / cm 2 
1 = 16.666667 cm4 
X 
1 0.006667 = y 
CT = 0.02667 
e o. o 6 = cm w 
EY = O.O cm 






Da referência l2J tem-se: 
/EI ·GCT 
pêrit = 16.94 ~--'-L~2 ....... -
e que tem como resultado: 
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Substituindo-se os valores em (6.25), resulta: 
-c rr P =19.2{ja 
sendo: 
6 o.81x10 x0.02667 
(l = 6 6 2.lxlO x0.0066 7 
portanto: 






6 27.532x2.lxl0 x0.006667 
(200) 2 
= 1.5429 
= 9. 6 3 7 Kg f 
O resultado obtido se deve ao fato de que a fu~ 
çao de aproximação do tipo polinomial além de não convergir 
rapidamente, foi tomada contendo um único termo. 
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6.2 - COMENTÃRIOS DOS RESULTADOS 
Na confecção dos gráficos usou-se uma estrutura 
que tivesse as mesmas caracterTsticas em todos eles a fim de 
que se pudesse fazer uma comparação entre os mesmos. 






1 0.006667 4 = cm y 
L = 200 cm 
e o. o 6 = cm w 
CT 0.02667 
4 = cm 
E 2 . 1 10 6 Kgf/cm 2 = X 
G = . 8 1 X 10 6 Kgf/cm 2 
EY = O.O cm 
com as 
j3 







Tem-se a variação de P x cr para uma mesma altu 





o ,. 2, •• 
GRÁFICO 2 
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4. 5, 6. 




Tem-se a variação de P x o para diferentes altu 
ras do montante em duas posições: e do vao. 
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Pc---c---c---c----,c---,c---,c---,c---,c---,---,c---,---,---, 
o ,. 2. 5. 4. •• a . 1. 
GRÁFICO 3 




Mostra a variação de Pxcr para diferentes valores da cons-
tante de mola K2 . 
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p 
o .,. 2. •• ... 5 . 
GRÁFICO 4 
Mostra a variação de p X o em diferentes posi--çoes 
XP= 




=0 . Nota-se que 
3 1 
1j e X = 1j sao equidistantes dos extremos, mas para p 
o=O os valores de P são diferentes (para P a estrutura não 
é simétrica). J ã para P=O os valores de o são coincidentes, 
pois há simetria. 











2 s. , 
~ 
o .25 .s .75 1, 
GRÁFICO 5 
Xp 
Neste gráfico tem-se a variação de P crftico 
para cr=O ao longo do comprimento da haste. Nota-se que a 
curva nao é simétr4ca e nas extremidades o valor de P ten-
de para "' . 
~ 
o -ó d 
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Mostra a variação das frequincias ao quadrado 
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o .2 ·.3 .4 .s ,.e 
GRÁFICO 7 
.7 .8 • 9 , . 
Xp 
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Para um par de valores de K1 e K2 a estrutura 
pode se tornar sensfvel a qualquer solicitação externa. A ri 
gidez de K1 será multo importante no estudo da estabilidade 
da estrutura. Por Isso, no gráfico 7 apresenta-se uma limi-
tação da sua utilização fazendo K1=0 (Caso li). Tem-se ava 
riação o versus xp Nota-se que com K2 aumentando;a es 
tabilidade tende a piorar, visto que o perfil impedido de to~ 
cer,slmplesmente se desloca para a lateral. Para a posição de 
K2 se aproximando da extremidade oposta a de K1 , os valores 
de o tendem para infinito. 
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p CASO I 
60.t-------+------+------+------+----------i 
10.1-------+------+------+------+'I-+-+-----! 
o ,. 2. 4. 
. GRAnco e 
Tem-se a variação de Pxcr para uma mesma altu-
ra do montante em diferentes posições. Em comparação com o 
gráfico 1 (equivalente) nota-se que admite maiores valores p~ 








o ,. 2. •• 4. •• 7. 
GRÁFICO 9 
Tem-se a variação de Pxa com diferentes altu 
ras do montante. Em comparaçao com o gráfico 2, o caso I admi 
te maiores valores para a relação Pxa. Porém para uma altura 
do montante considerável, a instabilidade pode ocorrer repentl 
namente e a queda do parâmetro P torna-se brusca. 
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Ainda, para montantes de grande altura, há 
um ganho na rigidez da estrutura. O esforço do montante na 
haste sempre passa pelo centro de torção não produzindo momento 
de torção como acontece no Caso 11. Este momento faz com que 
o perfil torça atingindo a instabilidade mais rapidamente. O-
lhando-se para o gráfico, tudo leva a crer que a instabil ida-
de acontece com o perfil sofrendo um "galeio" (movimento brus 



















o. .2 .4 .8 .8 
GRÁFICO 10 
Mostra a variação de <J X X p onde 
cada curva um valor da constante de mola K1 ,em 









6.3 - ESTUDO PARAMtTRICO 
Após aplicada a solução (2.69) em (2.62), chega-
se a um problema de autovalores na forma de (2. 67), sendo 
[A) {" a"] [ º11 o"] [O)= [B]- [e] = ª21 ª22 . 021 022 
ou 
(-w2 [A] - [o)) {Q(z)} = {S} (6. 37) 
{S} - vetor nulo 
Esta equaçao leva a valores nao triviais de Q(z) 
somente se: 
det (-w 2 [A) - [o]) = o (6.38) 
Lembramos que Q(z) - o e solução de (6.37) e 
que corresponde a uma solução nao perturbada. A condição (6. 
38) e equivalente a: 
2 
ª11+ 0 11 
2 
ª12+ 012 w w 




ª22+ 022 w w 
Desenvolvendo-se (6.39), obtemos a equaçao na forma paramétri-
ca: 
4 2 pw + qw + r = O (6.40) 
onde: 
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As rafzes de (6.40) serao: 
w 1 = + ia+b (1=1,2,3,4) 
com 
a = - ....9.. 2p b = 
De acordo com os valores assumidos por p,q e r 
e consequentemente pelos autovalores w1 , pode-se dizer que: 
Para que haja uma estabilidade simples uma condição necessária 
e que w 1 seja real. A condição suficiente é que não hajam 
autovalores múltiplos. 
Para que (6.40) tenha uma estabilidade simples, com p>O , e 
preciso que q<O , r>O e 2 q -4pr > O , donde tem-se: 

















o que corresponde a estar na Região I da figura (6.3 ). 
Se tivermos: 
/ q 2-4pr = O ... 2 q =4pr , q<O , tem-se: 
"'1 = -« e _g_ com: = 
-« 2p "'2 = 
"'3 = +/e 
"'4 = +lc 
o que corresponde a estar sobre a curvar . Neste caso o siste 
ma pode ser instável porque tem autovalores múltiplos (duas 
frequências iguais). 
Se tivermos: 
2 q -4pr < O 
1 4 O 
corresponde a estar na Região li. Tem-se quatro autovalores 
complexos conjugados (frequências complexas). O sistema e ins 
tável pois existem autovalores com a parte real > O. 
Se tivermos 
q > o 
2 
q - 4p r > O 
r > O 
tem-se quatro autovalores reais simétricos dispostos no eixo 
real que corresponde a duas frequências imaginárias.puras. Se 
está na Região 111 e é claro que o sistema é instável. 
Se 
r < O 
tem-se dois autovalores reais (simétricos) e dois autovalores 
Imaginários puros (conjugados}. 
Fazendo-se um gráfico da variação dos parâmetros 















Na análise de (2.69) dissemos que quando a>O 
o sistema e instável. 
Para que se obtenha a>O existem duas alterna 
tivas: 
1 - Quando a=O , b decresce e passa pelo valor zero 
Na figura (6.3 ) corresponde a variar o, para-
metro r fazendo-o diminuir de valor até passar por zero. Es 
te caso corresponde ao caso de "instabi 1 idade elástica" e es-

















Para cada valor da solicitação externa P ob -
têm-se um_valor da frequência. Quando uma das frequências pa~ 
sa pela origem obtém-se geralmente a carga crrtica de instabi-
lidade. 
2 - Quando a parte imaginária b nao passa pela origem, com 
a=O. 
Na figura (6.3) corresponde a variar o parame-
tro r fazendo-o aumentar até sair da região hachurada 1 
Este caso corresponde ao caso de "instabi 1 idade asei latórla" ou 
"instabilidade dinâmica" ou ainda "flutter" e está mostrado na 
figura (6.5 ). 










Nos dois casos I e 2 fazendo-se a variação 
obtemos curvas como mostra a figura (.6.6). 





O ( P ( Per 
Por(P 
w E REAL 






CASO 0 p CASO 0 
INSTABILIDADE ELtSTICA INST ABILIOADE DINÂMICA 
FIGURA (6.6) 
A condição necessã~ia e suficiente para que 
um sistema tenha estabilidade assintótica é que os autovalores 
tenham todos a parte real < O. 
Os sistemas conservatlvos nao podem ser assln 
taticamente estáveis. 
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6.4 - SUGESTÕES 
Fica como sugestão o estudo desta haste mas com 
dois montantes formando um certo ângulo entre si, como mostra 
as figuras (6.7) e (6.8). ~ de se supor que este tipo de es -
trutura seja mais est~vel que o apresentado neste trabalho,vi~ 
to que estes dois montantes funcionariam equivalentemente a 
asas de um avião. 
Da figura (6. ~, as componentes H tenderiam a 
estabilizar a estrutura fazendo com que o perfil voltasse a 
sua posição inicial, ao passo que as componentes V levariam 
o perfi 1 à instabi 1 idade. 
Outra sugestão sera um estrado constituido com 
estes tipos de hastes como mostra a figura ( 6.7). 
E,como Última sugestão, seria interessante se 






MONTAM Tl!S ASSOCIADOS H 
Fl0URA (6. 71 
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1 
FIGURA ( 6.8 l 
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CONCEITO DE ESTABILIDADE MATERIAL 
As restrições impostas que muitas vezes apare -
cem,limitam a classe de certos materiais possfvels de se utili-
zar. Dado um corpo submetido a um sistema de forças R em e -
quilfbrio. Considera-se agora uma variação virtual do campo de 
... 
deslocamentos (u) devida ã aplicação de esforços adicionais. 
Pode-se dizer que o corpo está em equilfbrio es-
tável, instável ou indiferente, conforme o trabalho realizado 
pelos esforços adicionais for positivo, negativo ou nulo. A 
condição de estabilidade e poist2sl: 
( 1. 1) 
para uma variação õt nao identicamente nula • onde: 
p = vetor das forças de massa 
... 
das tensões aplicadas o = vetor em um ponto da frontei 
ra S 
V= domínio ou volume do cofpo 
S = fronteira do domínio ou superffcle do corpo 
O Teorema do Trabalho permite então escrever: 
I ÔO •• ÔE •• dV > O 1 J I J V ( 1 , 2) 
onde: 
ºij = componente de tensão 
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Eij = componente de deformação 
Para que todas as partes do corpo sejam estiveis 
em si mesmas, isto é, uma vez consideradas isoladamente, tem-se 
ÔCJ .. •ÔE,. > 0 
1 J I J 
( 1 • 3) 
Esta e uma condição que so depende das propried~ 
des do material e que se designa por "condição de estabilidade 
material 11 l25 I, Um corpo é dito materialmente estivei na vizi-
nhança de um dado estado de deformação se, a uma variação arbi-
triria das deformações ÔE,. multo pequena,mas-não hula,corres-
1 J 
pender uma variação ôcrij das tensões tal que (1,3) se verifi 
que. 
A establ 1 idade material só lmpl ica a establ 1 ida-
de global do corpo, expressa por (1 .1), se for admissfvel a hi~ 
pótese da linearidade geométrica e se as 1 igações exteriores f~ 
remem nümero suficiente para impedir quaisquer deslocamentos 
rfgidos virtuais. Na figura(l)apóde~se ver os limites de esta-
bilidade material em dois casos. 
ff,f •O INDEFERENTE 
(!' (i'. f. > O ESTÁVEL 
<i'.€ <·o INSTA'vEL 
1 
,-_INSTÁVEL 
Fl0URA ll l 
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APÊNDICE 11 
SISTEMAS HOLONOHICOS, NÃO HOLONOHICOS E ESCLERONOHICOS 
Contrariamente a certos sistemas 1 ivres de se mo 
verem, existem aqueles que estão sujeitos a certas restrições e 
que podem ser de natureza geométrica ou cinemática. 
Analiticamente a restrição pode ser apresentada 
da seguinte forma: 
onde: 
f(t,r,r) = o 
r = vetor posição 
r = velocidade 
( 2 • 1 ) 
Se em (2.l)não aparecer a velocidade, então: 
f(t,r) = O (2,2) 
nos dizemos que a restrição é "finita ou geométrica". Generica 
mente (2.l)é chamado restrição "diferencial" ou"cinemática". 
A restrição (2.2) é chamada "estacionária" se t 
nao está expresso explicitamente na equação de restrição, isto 
é, se 1f. = o at 
O sistema é chamado HOLONOHICO se as partTculas 
do sistema nao estão sujeitas a restrições diferenciais não in-
tegráveis. Pode-se dizer que um sistema livre é um sistema ho-
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lonômico, ou ainda qualquer sistema que tenha restrições flni -
tas ou diferenciáveis mas que sejam integráveis. 
Um sistema é chamàdo NÃO HOLONOMICO se há res -
trições diferenciais não-integráveis. 
Um sistema é dito ESCLERONOMICO se sao impostas 
somente restrições estacionárias, assim: 
f(r) = O ( 2. 3) 
Caso contrário, ele e dito REONOMICO, ou seja; 
f(t,r) = O 
1 56 
APtNDICE 111 
CÃLCULO DAS VARIAÇÕES 
3. 1 - 1 NTRODUÇÃO 
Os problemas ffsico-matemáticos sao regidos por 
"equações diferenciais" ou também pelos chamados "princfpios de 
mfnimo". Ao se defrontar com estes tipos de problemas tem- se 
que ter sempre em mente que existem dois caminhos para estudá-
los. O primeiro caminho é devido à chamada "Mecânica Newtoni-
ana" e que está baseada nos princfpios e leis de Newton e no 
cálculo vetorial. 
O outro caminho é devido à chamada "Mecânica La 
grangeana" baseada em princfpios variacionais, é mais recente 
do que a primeira e mais versátil, por assim dizer, no trata -
mente geral dos problemas. Este apêndice se refere ao cálculo 
das variações, ferramenta fundamental da Mecânica Lagrangeana. 
O problema de se resolver uma equaçao diferenci 
al com determinadas condições de contorno é equivalente, mate-
maticamente, ao problema tfpico do cálculo das variações o de 
achar uma função que minimiza uma certa integral da qual se 
pode obter as equações diferenciais do fenômeno, e que estas~ 
quações diferenciais são nada mais que as equaçoes de Euler-La 
grange a serem introduzidas posteriormente em (3.10). 
O "cá.lculo das variações" estuda os métodos que 
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permitem achar os valores máximos e mrnimos dos funcionais que 
passaremos a tratar a seguir. 
Do ponto de vista formal, o problema da extremi 
zaçao de uma integral definida é considerado como sendo própria 
do cálculo das variações, enquanto que o problema da extremiza 
ção de uma função pertence ao cálculo diferencial. 
3.2 - FUNCIONAL 
Os métodos de resolução de problemas variacio -
nais, isto é, problemas sobre a investigação dos máximos e mr-
nimos dos funcionais se assemelham muito aos métodos de inves 
tigação dos máximos e mrnimos das funções. Se chamam "funcio-
nais" as "grandezas variáveis" e cujos valores se determinam 
mediante a eleição de uma ou de várias funções candidatas. No 
caso de uma função tem-se que para cada valor assumido pelava 
riável independente existe como correspondente um outro valor 
associado. Em outras palavras podemos dizer que uma função es 
calar real de uma variável 
como sendo um operador f 
ção de IR em IR) . 
DEFINIÇÃO 3.2.1: 
também real pode ser interpretada 
tal que f:IR+IR (f éumaaplic~ 
Seja S um conjunto de elementos qua-isquer. Se 
F denota uma aplicação de S em ~ (F : S-,. ~) de maneira 
que para todo elemento y e S existe um Único número real 
1 5 8 
a e;: IR logo F recebe o mome de "funcional em Z" ou "funcio 
nal definido em z". Então: 
Se F : z -+- IR 
y -+- (l = FIYI -~Único 
logo F e funcional em z . 
Como já se pode perceber ao se tratar com funcio 
nais se está diretamente ligado ao conceito de "espaço de fun-
ções", o próximo ftem a ser introduzido. 
3.3 - ESPAÇO DE FUNÇÕES 
No estudo de funções de. n variáveis e conveni 
ente interpretar ao conjunto de "n" numeres (x 1 ,x 2 , ... ,xn) co-
mo sendo as coordenadas de um ponto no espaço Euclideano n-di-
mensional (En). Da mesma maneira, quando se trabalha com fun-
cionais, se pode generalizar a idéia anterior e considerar ca-
da função u , pertencente a determinada classe, como sendo um 
"ponto" de um certo espaço, espaço este cujos elementos são Pº!. 
tanto funções e que será conveniente chamá-lo "espaço de funções". 
Quando se está trabalhando com funções de n va 
riáveis independentes é suficiente considerar um espaço E n 
Agora,quando se está trabalhando com funcionais isto não ocor-
re e a natureza do problema determinará em geral a escolha do es 
paço de funções. Por exemplo: 
Seja o funcional: 
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b 
F(u) = J f(x,u(x),u'(x),u"(x))dx 
a 
( 3 • 1 ) 
( natural se considerar o domrnio de F , S(F) 
como sendo o conjunto de todas as funções com derivadas segun-
das contrnuas, isto é: 
S(F) = {u;u EC 2 (a,b)} ( 3 . 2) 
O conceito de continuidade é fundamental no es-
tudo dos funcionais e no estudo das funções. Da mesma ma-
neira como se introduz o conceito de distância entre um ponto 
e a origem do sistema, também no espaço de funções se define 
de maneira análoga, o conceito de "norma" de uma função que e 
o mesmo que distância entre funções, sendo: 
~ulJ -,.norma deu 
3.4 - VARIAÇÃO DE UM FUNCIONAL 
O conceito a ser introduzido aqui diz respeito 
à "variação" de um funcional, análogo ao conceito de diferen -
cial de uma função. Este conceito nos permitirá estabelecer 
as condições para a existência de extremos, máximos e mrnimos 
relativos de um funcional. 
Seja FIYI um funcional definido em um subcon -
junto aberto y de um espaço 1 i n ea r normado z Logo, se 
Yo €V e h ,sz tal que li h li < ó então Flyo+hl fica defi 
nido em y Nota-se que dado um ó>O e h e: z 
' ij h íl < ó 
sempre sera possrvel dado um h determinar um t 
' 
com t e. R, 
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ta 1 que li th íl < ô e portanto 
nido em Y . 
A expressao 
d 
Lg Ih 1 = dt Fly +thJ 1 = ôFlhJ 
o t=O 
FJy +thl o também fica defi-
é chamada de "variação de Gateaux" ou "primeira variação de 
FJyl em y=y ". o 
Podemos tirar a propriedade da primeira varia -
çao funcional que e: 
Ãe.lR . 
Com Flvl em y
0
, para todo h € S e todo 
Para maiores detalhes, consultar a referência 114!. 
3.5 - ESPAÇOS DE FUNÇÕES ADMISSÍVEIS E ESPAÇO DE VARIAÇÕES AD-
MISSÍVEIS 
Consideremos o seguinte problema variacional :"o 
de encontrar a função y = y(x) e:c•[a,b] tal que minimize o 
funcional: 
b 
F!vl = J f(x,y,y')dx 
a 
( 3 , 3) 
e tal que: 
sejam as condições de contorno. Re 
suita evidentemente que sonos interessa, de todas as funções 
1 6 1 
y e:-C' la,bl , aquelas que satisfaçam as condições de contorno. 
O conjunto destas funções se chamarã "espaço de funções competi 
tivas" ou candidatas ou ainda "espaço de funções admissTveis'.' 
Então, para o exemplo apresentado, se tem: 
l: = {y;y e.C'[a,b], y(a)=y
3
, y(b)=yb} (3. 4) 
onde l: e chamado "espaço de funções admissTveis". 
Introduziremos agora,para um certo espaço de fu~ 
çoes adrnissTveis, o que vem a ser o conceito de "campo ou espa-
ço de variações adrnissTveis", assim: Sendo l: cj, H c.z e 
chamado de campo de variações adrnissTveis de E se para 
'd y e:. l: e h €. H resulta (y+h) e:. E • 
3,6 - EXTREMO DE UM FUNCIONAL 
Seja E e Z o espaço de funções adrnissTveis de 
um certo funcional F [ Y [ • Se diz que y E. E o conduz 
um rnTnirno relativo (ou máximo relativo) em E se: 
( < o) 
para todo y €.E, tal que íly-y
0
~ '5 , para õ > O. 
a 
( 3. 5) 
Tornando-se em conta a definição de espaço deva 
riações adrnissTveis, tem-se: 
F [ y +h [ - F [ y [ > O o o ( < o) ( 3. 6) 
para todo h e:. H 
veis de E 
donde H e o espaço de variações adrnissT-
16 2 
3.7 - MÃXIMOS E MÍNIMOS RELATIVOS FORTES E DtBEIS 
Como já se sabe FIYI est~ definido em um subco~ 
junto aberto E de um certo e.·1.n.Z. Dependendo do tipo de 
norma (conceito de distância) adotada surgem diferentes tipos 
de mfnimos e máximos relativos. Por exemplo, suponhamos que 
S seja idêntico a C'[a,b]. Em S pode-se definir como nor 
ma: 
IIYII = maxjy(x) J 
x'=[a,b] 
(3. 7l 
Esta norma que acabamos de mostrar será design~ 
da como sendo uma "norma débil" já que ela requer poucas cond.)_ 
çoes para a distância entre funções. Se em lugar dela definir 
mos a norma 
ílYJJ = maxjy(x) 1 + maxly' (x) 1 (3. 8) 
x E. [a,b] x e [a,b] 
Esta será designada como sendo uma norma forte 
já que obriga a ter outra condição relacionada com a derivada 
primeira da função. Isto significaria uma aproximação entre 
funções não só ponto a ponto mas também por derivadas. A fig~ 
ra (3.1) mostra ~ma aproximação débil 
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APROXIMAÇÃO POR PONTOS E NÃO POR DERIVADAS • 
FIGURA (;!1.1) 
3.8 - CONDIÇÃO NECESSÃRIA PARA A EXISTENCIA DE UM MlNIMO RELA-
TIVO 
Se o funcional Flvl (supõe-se que existe a pr..!_ 
meira variação em y 0 E::l: CJ, donde l: admite um espaço li-
near de variações admissTveis H), assume um mTnimo (ou máximo) 
em y=y e necessário que: o 
ôFlhl = O para todo h E: H • 
3.9 - LEMA FUNDAMENTAL DO CÃLCULO DAS VARIAÇÕES 
Se M(x) e uma função contTnua no intervalo 
J
x2 
M(x)n(x)dx = O 
xl 
(3.9) 
para qualquer função n(x) contTnua e diferenciável em [x 1 ,x2] 
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e anulando-se em x 1 e x2 , ou seja, n(x 1) = n(x 2) = O então 
M(x) = O V X l < X < x 2 
Demonstração: (Esta demonstração se deve a Du-Bois-Reymond) 
~ X2-
fl8URA (3.2) 
Suponha que M(x) F O para um ponto xl < x < x2. 
Admitamos sem perda de generalidade que M(x) > O • Tomemos 
n(x) definido por , ver figura (3.2): 
o + X - Ô > X 
n (x) - 2 - 2 - -(x-x-À) (x-x+cS) + x+cS > x > x-ô 
o + X > X+Ô 
onde ô é escolhido de tal forma que M(x) > O em x-cS<x<x+ô, 







- 2 - 2 = _ M(x) (x-x-ô) (x-x+ô) dx 
x-ô 
> o (3.10) 
pois M(x) e n(x) sao positivos no intervalo de integração. 
A desigualdade acima contraria a hipótese, donde M(x)=O no 
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3. 10 - EQUAÇÃO DE EULER-LAGRANGE 
Como já foi dito, o problema básico no cálcu-
lo das variações é determinar uma função que "extremiza" uma 
certa integral definida e que envolve esta função e suas deri-
vadas. Estas equações são chamadas de "equações de Euler-La -
grange" devido ao fato de que primeiramente o matemático Euler 
desenvolveu a teoria da extremlzação de uma integral, e as ex-
pressoes obtidas são nada mais que as equações de Lagrange ob-
tidas da mecânica Lagrangeana através do enfoque variacional. 
Por esta razão são conhecidas como "equações de Euler-Lagran -
ge". 
Considere-se o seguinte problema variacional: 
"Determinar a função y*(x) para a qual a integral 
FIYI = rbf(x,y,y')dx (3.11) 
a 
toma um valor máximo ou mfnimo no intervalo [a,b] e que sa-
tisfaça as condições de extremidade y(a) = y a e y(b) = yb 
(3.12) 
Para facilitar daqui em diante será suposto 
que queremos winjmjzar FIYI. --
Supondo que y(x) é a função minimizante e 
escolhemos convenientemente uma função contfnua e diferenciá-
vel n(x) de mesma classe que y(x) e que desaparece nos 
pontos extremos x=a e x=b. Pddemos, escolhendo um parâm~ 
tro adimensional E , representar um campo de funções candida 
tas à minimização do funcional por: 
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y*(x) = y(x) + En(x) , e que para derivadas tem-se: 
y~ = y'(x) + En'(x). 
Substituindo na expressao (3. 11) e observando que o funcional 
passa a ser função do parâmetro E , obtém-se: 
F(E) = Jbf(x;y+En;y'+En')dx 
a 
(3.13) 
~ fácil de se perceber que quando E=O obtém-
se y*(x)=y(x) , solução do problema. Portanto pode-se dizer 
que F(E) toma um valor mTnimo quando E=O , daT tiramos a 
condição de extremo de um funcional: 
dF ( E) 
d E 
= o quando E=O 
Chamando f = f(x,y+En,y'+En') 
com relação a E tem-se: 
df af = -a-n 
dE y 
af 
+ - n' ay' 
e que de (3.13) resulta: 





+ -:;--, n') dx 
oy· 
(3.14) 
e fazendo a diferenciação 
(3.15) 
(3.16) 
Visto que f + f quando E+ O , o que e ver 
dade para derivadas par~ials, a condição (3.16) toma a forma 
i.!.n + i.!. n')dx = O ay ay' (3.17) 
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Aplicando a Integração por partes para reduzir tudo a um mesmo 
n obtém-se: 
. lb 
]n(x)dx + !~ 1 n(x) a= O (3.18) 
Mas visto que n(x) e nulo nas extremidades, de (3.18) ficamos 
com: 
d a f ] - dx (ã"y"T) n(x)dx = O (3.19) 
Finalmente, do "Lema Fundamental do Cálculo das Variações", e 
lembrando que n(x) é arbitrário desde que n(a)=n(b)=O se-
ja contrnua e •diferenciável, concluimos que: 
af 
ay (3.20) 
Esta é a chamada "Equação de Euler-Lagrange" 
em sua forma diferenciável para o funcional (3.11). As deriva -
das parciais af ay e foram tratadas aqui fazendo-se x,y 
e y' variáveis independentes. Visto que é em geral 
função explícita de x e implícita de y e sabendo que 
y' = ~ , o segundo termo pode ser escrito na sua forma expa~ 
dida: 
a ( a f ) + 2. clf ) iY 
ax ãy• ay ay' dx 
a 
+ ãy• clf l iY, ay' dx 
Substituindo (3.21) em (3.20) vem: 
fy'y' D .. ·2 
dx 




A expressao (3.22) e chamada de "forma expa_!! 
dida" da equaçao de Euler-Lagrange. 
3.11 - CONDIÇÕES DE CONTORNO NATURAIS 
Quando o valor da função candidata y(x) nao 
é previamente assumido em um ou nos dois pontos extremos (a e 
b) a diferença €n(x) entre a função minimizante e a função 
candidata dada por y(x) + €n(x) nao é nula. Porém o primei-
ro membro da expressão (3. 18) deve ser i gua 1 a zero para que 
haja um mfnimo quando y(x) = y*(x) para todas as variações 
possíveis de €n(x) . E em particular, (3.18) deve ser Igual 
a zero para todas as variações nulas nos extremos. 
Já sabemos que o primeiro termo de (3.18) de-
ve ser nulo para qualquer valor de n(x). Para que (3.18) se-
ja verdade, segue-se que o segundo termo também deve ser nulo. 
Então, tem-se outra condição que deve ser satisfeita: 
af j -a-, n (x) -
Y x=b 
af j -a-, n (x) = O 
Y x=a 
(3.23) 
Se· y(x) nao possui um valor prévio nos pon-









e que nada mais sao que condições de contorno do problema. São 
chamadas "condições de contorno naturais" porque aparecem "na-
turalmente" da minimização do funcional. Existem também as 
condições de contorno "geométricas" a serem tratadas adiante , 
mas é importante dizer que estas condições são especificadas 
para cada tipo de problema estudado. 
3, 12 - CONDIÇÕES DE ERDMAN-WEIERSTRASS PARA EXTREMOS COM PON -
TOS ANGULOSOS 
Apresenta-se a seguir as condições necessárias 
para que um funcional possa ter dentro de seu intervalo de in-
tegração um ponto anguloso e que são as chamadas "Condições de 
Erdman-Weierstrass". Este tipo de problema pode aparecer em 
estudo de hastes constituídas de materiais diferentes, proble-
ma de transmissão de calor, em materiais de condutividade dife-
rentes e ainda em hastes sujeitas a ações e cuja solicitação 
admite pontos singulares (caso de esforços cortantes sob car-
ga concentrada). Isto equivale a dizer que a prôprla curva que 
extremlza o funcional tem uma descontinuidade em sua derivada 
primeira, onde se situa o ponto anguloso ao qual nos referimos. 
Consideremos ainda o funcional (3.11); para 
que o funcional admita este tipo de solução são necessárias du 
as condições. Suponha que as funções admlssfveis admitam um 
ponto anguloso em x=c. Tem-se da figura (3.3) 
Flvl = jbf(x,y,y')dx = jcf(x,y,y')dx + jbf(x,y,y')dx = 
a a c + 
sendo que y ~ C' nos intervalos a~x<c, c<x~b 












A condição necessária para um mfnimo exige 
que a equaçao de Euler-Lagrange seja válida nas duas regiões 
definidas. A minimização de (3.25) conduz então a: 
aF\ ~, + aF21 = fc (Fy- d Fy')ndx + fi ; ªE E=O aE Q dx E= E= a 
b 
Fy'nlb J (fy- d Fy')ndx + Fy'nlc dx + + c+ a 
c 
Como n(a) = n(b).o e sendo n contfnuo, segue: 
Fy'nl _ -
c 
Fy' n 1 = O 
c+ 




= Fy' 1 
c+ 
' 





De (3.29) concluimos a primeira condição, ou seja, Fy' e con 
tTnua em [a,b]. 
A segunda condição é obtida quando fazemos a tro 
ca das variãveis Independentes e dependentes, que nos dã: 
onde 
dx 
x' = dy 
(3.30) 
O funcional (3.30) em sua nova forma, admitindo 
uma curva extremizante x=x(y) com ponto anguloso deve obede 




,af( 1)1 + X "'i":'.'i" y , X , - 1 
oX X -x=c 




= ã'x'T = 
a F 1 r-y• (- -2) , donde se segue que: 
x' 
f(y,y',x) - y'f i(y,y',x)I = f(y,y',x) -y -x=c 
que e a segunda condição. 




3.13 - FUNCIONAIS QUE DEPENDEM DE DERIVADAS DE ORDEM SUPERIOR 
Consideremos agora o funcional da forma 
FIYI = J
b 
n n-1 f(y ,y , ... ,y',x)dx 
a 
com as condições: 
y (a) 
y(b) = yb 
y'(a) = 
y 1 ( b) = 













O procedimento usado para minimizar (3.32) e se 
melhante ao utilizado no caso em que f depende apenas de 
y•;y,x . O espaço de variação constituido de funções candid~ 
tas é o mesmo utilizado anteriormente,ou seja, y(x)=y.(x)+En(x). 
Após utilizada a mesma técnica, chega-se à seguinte equação 
de Euler-Lagrange de ordem n : 
d f (-l)n 
d2 
f d f f o + ... + --2 y•• y' + = dx n yn dx dx y 
(3.33) 




Neste apêndice introduz-se três prlncrpios vari 
acionais que são o elo de ligação entre a mecãnica Newtoniana 
e a mecânica Lagrangeana. 
4.1 - PRINCTPID DOS TRABALHOS VIRTUAIS 
virtual serao 
Os conceitos de deslocamento virtual e trabalho 
introduzidos durante o estudo, onde eles sao 
usados para resolver problemas de equilrbrio estático. O tra-
balho virtual implica em quantidades puramente hipotéticas e 
que não existem do ponto de vista frsico. Assim, o desloca -
mento virtual e um deslocamento imaginário e que é imposto ar 
bitrariamente sobre o sistema estrutural. 
O trabalho dado por forças reais durante odes-
locamento virtual é chamado de trabalho virtual. 
Consideremos uma partrcula e cujo movimento es-
tá confinado a superfrcie 
S(x.) = O 
j 
onde s e uma 
j=l,2,3 ( 4 • 1 ) 
- 2 funçao de classe C 
As coordenadas da partTcula atendem a con-
1 7 4 
dição cinemática (4.1), isto significa que a partrcula deve m.5?_ 
ver-se com velocidade tangente ã superfrcie, portanto ter-se-á: 
x o ãx:" j = 
J 
as ( 4 .2 ) 
A equaçao (4.2) determina ainda que os desloca -
mentas possrveis dxj devem satisfazer a equaçao: 
( 4. 3 ) 
Entende-se por deslocamento possrvel, ao conju~ 
* to de todos os deslocamentos dr com componentes dxj , que a 
partrcula pode realizar no intervalo de tempo dt 
camento real do ponto pertence a este conjunto. 
O deslo-
Do confinamento do movimento da partrcula ã su -
perfTcie (1.1) surge, além das forças aplicadas, uma força de 
restrição normal ã superfTcie se não está considerando forças 
de atrito. 
se: 





( 4. 4) 
De (4.3) e (4.4) concluimos que o trabalho re-
alizado pela força de restrição sobre qualquer deslocamento 
possTvel é nulo, tem-se: 
* O til colocado abaixo da variável indica que ela e um vetor 
ou uma matriz. 
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Se considerarmos deslocamentos virtuais óx. , 
J 
que sao independentes do tempo, então: 
as 
.,,.,,- óxJ. ox. 
J 
= o 
e consequentemente teremos: 
( 4. 6) 
ów = F. · 6x . = O ( 4 , 7) 
J J 
De (4.7) podemos afirmar que o trabalho realiz~ 
do pela força de restrição sobre qualquer deslocamento vtrtu-
al é nulo. No caso em que as restrições dependem do tempo,os 
deslocamentos virtuais nao são deslocamentos possíveis. 
Dado um sistema de N partículas, sendo que ca-
da uma está sob a ação de forças de resultante R • • 
-1 
Se 
sistema está em equilíbrio, resulta 
consequência 
R = O e teremos como 
-1 -
ów = R.•ór. = O 
- 1 - 1 
i=l,2,3, .•. ,N ( 4. 8) 
o 
Se o sistema apresentado está sujeito a restri-
çoes tem-se dois tipos de forças: as forças aplicadas 
as forças de restrição 
R.=P.+F. 
- 1 - 1 - 1 
F. , portanto: 
- 1 
i=l,2, ••. ,N 
Substituindo (4.9) em (4.8), vem: 
ów = P. 
-1 
ór. + F.ór. = O 
- 1 - 1 - 1 
p • 
-1 




Mas de (4.7) resultou que o trabalho das forças F. 
-1 
sobre des 
locamentos ôr. é nulo. Portanto de (4.10) ficamos com: 
-1 
ôw=P.·ôr.=0 
- 1 - 1 
(4.11) 
A expressao (4.11) é devida ao princrpio dos 
trabalhos virtuais e nos diz que "o trabalho que as forças a -
plicadas realizam sobre os deslocamentos virtuais é nulo". 
O "Princrpio dos Trabalhos Virtuais" é o primei-
ro princrpio variacional 1 181 em mecânica. Pode-se mostrar que 
o PrincTplo dos Trabalhos Virtuais é equivalente à condição de 
equilTbrio estático, mas ele pode ser estendido a problemas dl 
nâmicos por melo do princrpio de D'Alembert apresentado a se -
g ui r. 
4.2 - PRINCÍPIO DE D'ALEMBERT 
de massa 
A segunda Lei de Newton aplicada a uma partrcula 
e expressa por: 
P. + F. 
- 1 - 1 
onde: 
•• = m.r. 
1- 1 
P. - força aplicada 
- 1 
F. - força de restrição 
-1 .. 
m.r. - momentum linear 
1-1 
(4.12) 
A expressao (4.12) é referida como "Princrpio de 
D'Alembert" e e interpretada como um equilrbrio dinâmico da 
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partícula, e que permite tratar os problemas dinâmicos como 
se fossem estáticos. Considerando-se um sistema com (4.12) p~ 
demos escrever: 
( P • + F. - mºr. ) . ô r. = O 
-1 -1 -1 -1 
(4.13) 
Sabendo-se anteriormente que ~I nao realiza 
trabalho virtual, resulta: 
( P • - m ~·. ) ô r • = O 
- 1 - 1 - 1 
(4.14) 
que é o Princípio de D'Alembert generalizado ou Princípio dos 
Trabalhos Virtuais em dinâmica. O Princípio de D'Alembert e 
o princípio mais geral da mecânica e todos os outros, inclusi-
ve o Princípio de Hamilton, que mostraremos a seguir, deriva 
dele. Mas o seu inconveniente é que torna-se difícil a obten-
çao das equações do movimento através dele, e o Princípio de 
Hamilton a seguir, não tem este inconveniente. 
4.3 - PRINCÍPIO DE HAMILTON 
Apl lcando.se o Princípio de D'Alembert a um sis-
tema de N partículas de massa mi , vem: 
N 
l 
i = 1 
( m. r. - p • ) • ó r . = o 
1 - 1 - 1 - 1 
(4.15) 
Considerando-se a relação: 
•• d e· > <1 •• > r. •ôr. = -dt r. •Ór. - ô -2 r. •r. -1 -1 -1 -1 1 -1 (4.16) 
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Multiplicando (4.16) por mi e somando sobre todo o sistema, 
temos: 
N 
l m.~·. •cSr. = 
• 1 1 - 1 - 1 
N 
l m. 
• 1 1 1= d
dt(r. ·cSr.) 
-1 - 1 
1= 
De (4.15) sabe-se que 
N 
l 
i = 1 
P. •cSr. 
-1 -1 = dw 
e de (4. 17) obtém-se: 
N 1 
- l m.cS(-2 r.·r.) 




onde T e a energia cinética do sistema de partfculas. De 
(4.19), (4.18), (4.17) e (4.15) resulta: 
cST + cSw = ddt(r. ·ôr.) - 1 - 1 
(4 .20) 
Agora passemos a considerar variações sobre o 
sistema. A configuração instantânea de um sistema é dado pe -
los valores das n coordenadas generalizadas que definem a p~ 
sição do ponto no espaço n-dimensional (n ~ 3N). Esta config~ 
raçao muda com o tempo traçando um caminho conhecido como"cam.!_ 
nho dinâmico". 
Uma variação deste caminho é obtida se em cada 
instante fizermos uma variação virtual cS r . 
-1 
na posição verda-
deira. Entre todos os caminhos variados consideraremos apenas 
aqueles que coincidem com o caminho real nos instantes t
1 
e 
t 2 , isto é: 
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(4.21) 
Integrando a equaçao (4.20) entre os limites t 1 e t 2 , vem: 
ddt(r. •ór.)dt -1 - 1 
N t2 
= l m.r. ·ór. 




Em presença da condição (4.21) resulta: 
ów)dt = O (4.23) 
No caso em que o trabalho virtual pode ser expresso como a va-
riação do Lagrangeano, vem: 
(4.24) 
onde L = T-V. 
A expressao (4.24) é denominada "Princfpio de H~ 
milton". Este Princfpio reduz o problema dinâmico à investig~ 
ção de uma quantidade escalar, independente do sistema de coo~ 
denadas, e. sua aplicação conduz às "equações do movimento". 
O Princfpio pode ser assim enunciado: "Entre 
dois instantes t 1 e t 2 existe um Único caminho, dentre mui-
tos em que o sistema pode se deslocar, cuja variação do La -
grangeano é nula". 
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AP[NDICE V 
M(TODO DAS PARTES PROPORCIONAIS OU M(TODO DAS CORDAS 
Suponhamos que a função f{x) = O tenha uma raiz 
1; no intervalo [a,b] para o qual se tem 
f(a)•f(b) < O ( 5 • 1 ) 
Para ilustrar a análise, tomemos: 
f {a) < O e f(b) > o ( 5 . 2) 
Vamos dividir o intervalo na razao 
-f(a), +f(b) 
Obter-se-á uma raiz aproximada 
( 5 • 3) 
onde da figura ( 1 ) tiramos: 
hl = -
f{b)-f(a) 
f{a) (b-a) ( 5 • 4) 
Aplicando-se esse mesmo artiffcio a um dos inter 
ou (x 1,b] , o intervalo será aquele em cujos 
extremos a função f(x) tem sinais contrários, obteremos x 2 , 









Fl8URA 11 l 
No caso em que o extremo fixo e B (figura L) 
a fÕrmula de recorrência será: 
f(x) n 
n=0,1,2, .•• 
No caso em que o extremo fixo e A , a fÕrmula 
de recorrência sera: 
X = b o 
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APENDICE \li 
ESPAÇO DE HILBERT 
Definição: ~ um espaço euclideano, separável, completo e de di 
mensão infinita. 
Ou seja, um espaço de Hilbert é um conjunto H 
de elementos f,g, •.. 
as seguintes condiç6es: 
de natureza arbitrária e que verifica 
1 - H é um espaço euclideano, isto e, um espaço 1 inear 
um produto escalar definido. 
11 - O espaço H é completo no sentido da métrica 
R(f,g) = jf-gll 
com 
Ili - O espaço H é de dimensão infinita, isto é, qualquer que 
seja n se pode encontrar nele "n" elementos 1 inearmen-
te independentes. 
IV - H é separável, isto é, existe nele um conjunto numerável 
sempre denso, ou seja: cada elemento pode ser aproxim~ 
por uma sequincia infinita.1 9 1 
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APrNDICE VI 1 
MrTODO DE RAYLEIGH-RITZ 
Nos métodos numéricos pode-se desta.car baslca -
mente três grandes processos: 
a) Método de Galerkin: 
Parte para a resolução das equaçoes de Euler-Lagrange, 
já minimizadas, com a adição das condições de contorno 
naturais e geométricas. 
b) Método de Rayleigh-Ritz: 
Faz a minimização direta do Lagrangeano e por isto e 
chamado de "método direto". 
c) Método dos Elementos Finitos: 
Pode ser considerado como sendo um caso particular do 
método de Rayleigh-Ritz e apresenta a mesma s1stemática, 
ou seja, minimiza diretamente o Lagrangeano. Será dis-
cutida agora a questão sobre a abordagem numérica de um 
problema variacional. Em princfplo, existem algumas ma 
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neiras, como já foi mostrado, em que um problema varia -
cional pode ser proposto. O Método de Rayleigh-Ritz (*) 
ou de Ritz, como é mais conhecido, é somente um deles. 
Basicamente, a idéia que se usou para resolver 
um certo problema variacional era a de transformar o problema 
em outro que envolvesse equaçoes diferenciais ou mesmo um 
sistema de equações diferenciais. 
Entretanto isto nem sempre e possível, uma vez 
que pode-se tornar muito complicado, pois o que se procura ao 
se resolver um problema variacional nao e a solução da corres 
pendente equação diferencial em uma vizinhança de um certo po~ 
to como se faz na teoria das equações diferenciais e sim aso 
lução ·em uma certa região ID , de tal maneira que satisfaça 
no contorno de ID certas restrições e que sao as condições de 
contorno. 
Das dificuldades surgidas provenientes da nece~ 
sidade de se resolver o problema da maneira que foi proposto~ 
cima, deram origem a métodos variacionais conhecidos como méto 
dos diretos e que nao reduzem o problema a outro que envolva e 
quações diferenciais. 
(*) "Os dois ffslcos Lord Rayleigh e Walter Ritz conceberam 1~ 
dependentemente o método que por simplicidade chamamos de Mét~ · 
do de Ritz. Lord Rayleigh, em seu clássico trabalho "Theory of 
Sound" e em outras publicações, foi o primeiro a usar este méto 
do 11 • 
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Os métodos diretos tem provado por outro lado se-
rem úteis na teoria das equações diferenciais, já que se uma 
certa equação diferencial pode ser considerada como sendo a equ~ 
çao de Euler-Lagrange de um certo funcional, e se usar os méto-
dos diretos para estabelecer a função extremante, prova-se a 
existência da solução para a equação diferencial dada e para as 
condições de contorno correspondentes ao funciona11 4 1. 
7. 1 - SEQU(NCIAS MINIMIZANTES 
Os métodos diretos estabelecem por um lado a exis 
tência da solução da equaçao diferencial ou equação de Euler-
Lagrange e por outro proveem um meio para obter soluções aprox~ 
madas. Eles estão baseados, geralmente, em uma mesma idéia que 
é a seguinte: 
Considera-se o problema de determinar o mfnimo do 
funcional F($) definido no espaço S de funções admissfveis $. 
Para que o problema tenha sentido supoe-se que em S existam fun 
çoes $ para as quais se tem F ($) < +oo e mais ainda: 
inf F ($) =d> -oo ( 7 • 1 ) 
sendo o maior de todos os limites inferiores é tomado sobre to-
dos os$ e S. Seja $ E S a solução do problema, ou seja: 
F($) = d ·(7.2) 
Pode-se construir uma funçãoi, comi e S, tal que 
o valor F(i) pode aproximar-se a mais possfvel de "d" e se pod.!:_ 
rã esperar que f seja uma boa aproximação de$. Ainda mais, se 
existir uma sequência minimizante{$},$ e S, isto é: uma se-
n n 
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quência infinita de funções {,i'n} = {4> 1 ,4> 2 , ••• 4>n•···} e todas 
satisfazendo as condições de contorno de modo que permitem de-




Se a sequência 
lido escrever 
F ( ,j>) = l i m F ( 4> ) n 
n+co 
ou seja 
F ( l i m ,j) ) = li m F ( 4> ) n n 
n+co n+co 
Logo, tem-se: 
F(~) = d 
. (7. 3) 
-
{ ,j) } 
n 
tem um limite 4> e se eva-
( 7. 4) 
o :s) 
(7. 6) 
e se poderá esperar que esta sequência convirja de alguma manei 
rapara a solução~-
Do ponto de vista prático interessa nao tanto o 
problema da "existência" mas sim o da "construção" de tal se-
- . . . . 1 41 quenc,a m1n1m1zante • 
Logo, para resolver um problema variacional via 
método direto deve-se: 
J) construir uma sequência minimizante f,j>} n 




Praticamente todas as recentes investigações sobre 
a convergência de vários métodos diretos consiste em estabelecer 
um limite superior para a "distância" entre a soluçâo exata e a 
solução aproximada. E a ferramenta mais efetiva nesta investiga-
ções é a obtida pela teoria dos operadores lineares nos espaços 
de Hilbert (ver Apend ice V 1 ) . 
7.2 - - PRINCÍPIOS E ASPECTOS TEÕRICOS 
A solução de um problema diffcil de ser analisado 
e usualmente precedida de acordo com o seguinte esquema geral: 
O dado problema P cuja solução é~ pode ser substi 
tufdo e relacionado com um problema P cuja solução é simplesme~ 
n 
te~ , e pode-se tomar como sendo um caso comparativo entre os 
n 
dois problemas. 
Melhorando a aproximação P para P, espera-se que 
n 
~n tende a solução desejada~ de P. 
O ponto fundamental da questão está na escolha da 
sequência convenientemente, embora seja uma solução aproximada. 
Quando se tratar com problemas de "estabilidade do 
equilfbrio" e "de vibrações", estes são nada mais, nada menos for 
mulados como sendo problemas de valor de contorno e problemas de 
auto-valores, respectivamente. Os problemas onde aparecem "car -
gas crfticas de flambagem" são matematicamente formulados 
sendo problemas de auto-valores. 
como 
Supõe-se que estejamos procurando o "mfnimo" d de 
uma expressao variacional F(~). 
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Comecemos com a minimização de 
q> 1 , ~ 2_ , • • • , <P n ' • • • (7.7) 
Ou seja, e a sequência de funções admi·ssfveis no 
nosso problema variacional e que satisfaça a condição (7.3), 
A existência do limite inferior "d" ê Óbvia, e a 
existência da sequência minimizante (7.7) ê então uma conseque~ 
eia lógica. O mêtodo de Ritz não ê nada mais que uma receita p~ 
ra esta construçao. E (7, 7) fornece imedi atamente uma aproxima-
ção para "d". 
A construção de tal sequência se processa da se -
guinte forma: 
Escolhe-se um conjunto de funções coordenadas ar-
bitrãrias 
(7 . 8) 
e terá que satisfazer duas condiç9es: 
a) uma combinação linear 
( 7. 9) 
para ser admissfvel num problema variacional. 
b) Terão que formar um conjunto completo de funções no senti 
do de que uma função admissível ~ e suas derivadas podem 
ser aproximadas com certo grau de precisão por uma combi-
nação linear das funções coordenadas e das suas correspo~ 
dentes derivadas, respectivamente. 
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r claro que neste conjunto de funções coordenadas 
para valores de "n" suficientemente grandes e para uma escolha 
conveniente dos coeficientes ª"ª 2 , ... ,a de (7.9) pode-se en -n 
centrar funções admissfveis $ para os quais F($) difere, arbi 
n n 
trariamente, um infinitésimo de "d". 
Em outras palavras, é possfvel achar uma sequen -
eia minimizante $ 1 ,$ , ... ,$ tal que seja uma sequência de com-2 n 
binações lineares das funções coordenadas. Em regra, para se o~ 
ter esta tal sequência minimizante escolhe-se os "a/ da segui~ 
te maneira: 
Consideremos uma função$ definida por (7.9) e a n 
substituimos no nosso problema variacional F($ ), Ela passara a 
n 
ser uma função 1 ( ) d 11 ,1 - t "a 11 a 1 ,a 2 , ••. ,an e n parame ros i, e passa 
a ser um problema ordinário do cálculo, ou seja: 




, ••• , a ) = M f n i mo 
n n 
No nosso problema F($ ) e uma função quadrática ou 
n 
bi-linear, e (i.10) nos levará a um sistema de "n" equações li-
neares, tantos quantos forem o número de parâmetros e que se con 
segue fazendo 
(7.11) 
Determinados os ªn parâmetros a sequência minimi-
zante $ (n=l ,2, ... ) fica conheci da. 
n 
Uma investigação comparativa1 4 1 de diferentes ti-
pos de problemas variacionais revela que, de modo geral, a con-
vergência de uma sequência minimizante $ 1 ,$ 2 , ••• ,$n' e a seque~ 
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eia de derivadas de J é melhorada se a ordem e ocorrência das n 
derivadas se torna elevada. 
Em outras palavras, há uma tendência a piorar a 
convergência com o número de variáveis independentes aumentan-
do. No caso em que o problema estudado é membrana pode apare -
cer problemas de convergência. Para estes casos no método de 
Rayleigh-Ritz faz-se o seguinte artifrcio: em vez de conside -
rar simplesmente o problema variacional associado ao correspo~ 
dente problemas de valor de contorno, modifica-se a forma do 
problema sem trocar a solução deste Último e adiciona-se termos 
de ordem superior à expressao variacional original e que depois 
desaparecem não interferindo na solução. 
7,3. -- PONTO DE VISTA PRÃTICO 
Do ponto de vista prático todo sucesso depende do 
problema variacional em si, como também da escolha das funções 
coordenadas. Em geral a escolha deve ser feita tendo em conta o 
tipo de problema em estudo e o condicionamento numérico do sis-
tema de equações. Estudos tem mostrado que são em grande número 
os problemas em que polinômios algébricos ou trigonométricos e~ 
pregados deram resultados altamente satisfatõrios. t bom ressal 
tar que neste estudo houve um certo problema em relação à con -
vergência quando se utilizou aproximações do tipo polinomial. 
Analogamente à referência l 171 se constatou que a convergência 
da solução para os deslocamentos se fazia mais rapidamente que 
para as rotações. Por este motivo se optou pelo uso de soluções 
do tipo trigonométricas. t importante que a função inicial já 
1 91 





sejam diferentes o suficiente a ponto de se ter uma melhora na 
aproximação quando houver um incremento do número de termos. 
7. 4. - CONDIÇÕES DE CONTORNO 
Para condições de contorno rígidos a aproximação 
pelo método de Ritz é relativamente boa. Um numero relativamente 
pequeno de funções coordenadas é suficiente para produzir um re-
sultado prÕximo da solução desejada. Para contornos livre e con-
dições de contorno naturais a escolha das funções coordenadas e 
fácil visto que as condições para o contorno nao precisam ser an 
tes estipulados. O método de Ritz e vantajoso porque ele obriga 
que as sequências satisfaçam 
"geométricas" do problema, e 
somente as condições de contorno 
1 41 _ 
prova-se que o metodo converge para 
a solução exata e que também satisfaz as condições de contorno 
11 naturai s 11 • 
7.5 - ESTIMATIVA DA PRECISÃO DO MtTODO 
Um ponto fraco no método de Ritz é que ele nao con 
têm como princípio a estimativa da precisão da aproximação, em 
outras palavras a estimativa do erro. Para problemas de estabill 
dade do equilíbrio a avaliação para o mínimo 11 d" pode ser obtida 
pelo método sugerido pelo princípio de Castigliano da Teoria da 
Elasticidadel 4I. A idéia matemática é a representação do mínimo 
valor 
outro 
11 d" de um dado problema variacional com o máximo valor de 
problema variacionall 5 I. O valor prático desta aproximação 
não parece grande desde que o valor de 11 d 11 nos problemas de equl 
19 2 
1rbrio é de pouco interessel 6 1. No caso de vibrações, onde 
os valores mrnimos, como frequências ao quadrado, são de co~ 
siderável importância, os métodos para a estimativa da prec..!_ 
são são em geral menos satisfatórios. 
7.6 - OBJEÇÕES AO M~TODO DE RAYLEIGH-RITZ 
Assim como a precisão da aproximação obtida e 
uma das objeções ao método de Rayleigh-Ritz, a escolha conve 
niente das funções coordenadas também o é, resultando invari 





Em virtude da necessidade de se ter que ut i 1 i zar 
métodos numéricos na resolução das equações variacionais (4.12) 
e (4.13) introduziremos aqui o capftulo de "Análise Numérica" , 
que diz respeito à parte referente a utilização de computadores 
digitais através de um programa automático. A finalidade do pr~ 
sente programa e analisar a estabilidade lateral de hastes arma 
das em seus dois casos (Caso 1, Caso 11) e com as duas condições 
de contorno 0, 1 =1, À 2 = O; À 1 = O, À 2 = 1). 
Sairão como resultado os parâmetros adimensionais 
e o histõrico das frequências de vibração sob o estado de carre 
gamento. 
8.2 - DESCRIÇÃO DAS SUB-ROTINAS DO PROGRAMA 
SUB-ROTINA MOV - Esta sub-rotina monta-a matriz de Massa, A, 
para as duas condições de contorno. 
SUB-ROTINA RIG - Esta sub-rotina monta a matriz de Rigidez , 
B, devido à flexão, torção e empenamento para as duas condi-
ções de contorno. 
SUB-ROTINA MOLA - Esta sub-rotina monta a matriz de Rigi -
dez, MM, devido a mola de torção Kl (Caso 1) para as duas 
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condições de contorno. Adicionando-se MM a~. ter-se-à a ri-
gidez total da estrutura no Caso 1. 
SUB-ROTINA MOLA 2 - Esta sub-rotina monta a matriz de Rigidez 




(Caso 11), para as duas 
condições de contorno. Adicionando-se MM a~. ter-se-à a ri-
gidez total da estrutura no Caso 11. 
SUB-ROTINA NAXIAL - Esta sub-rotina monta a matriz de Carre 
gamento, C_!l, devido ao trabalho realizado pelo esforço de com 
pressão N na haste, para as duas condições de contorno. 
SUB-ROTINA CARGA 1 - Esta sub-rotina monta a matriz de Carre 
gamento, Cf, devido aos trabalhos realizados pela solicita -
ção externa P, e pela reação do montante T, na haste (Caso 1) 
para as duas condições de contorno. 
SUB-ROTINA CARGA 2 - Esta sub-rotina monta a matriz de Carre 
gamento, Cf, devido aos trabalhos realizados pela solicita -
ção externa P, e pela reação do montante T, na haste (Caso li) 
para as duas condições de contorno. 
SUB-ROTINA DETEC 1 - Esta sub-rotina detecta os parâmetros 
cdticos no Caso 1, por meio do processo iterativo "Método 
das Partes Proporcionais ou Método das Cordas", (ver Apêndi-
ce V), com a precisão que se deseja através da variável ERROR. 
SUB-ROTINA DETEC 2 - Esta sub-rotina detecta os parâmetros 
crftlcos no Caso li, análogo ao processo utilizado em DETEC 1. 
SUB-ROTINA REAUVA - Esta sub-rotina resolve o problema de au 
to valores posto na forma: 
A X = À B X 
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onde: 
A B sao matrizes 
X auto vetor 
auto valor 
O método utilizado e o "Método das Rotações Simultâneas de Ja 
cobi. 
8. 3. DESCRIÇÃO DOS PARÃMETROS DE ENTRADA 
NP - Variável que no final da análise de uma estrutura indica 
se ainda existe alguma outra a ser analisada. Se NP for 
zero indica que não há nada mais a analisar. Se NP for 
igual a um indica que o processo deverá começar de novo 
com a análise de uma nova estrutura. 
NE - numero da estrutura a ser analisada. 
N - numero de termos que se deseja que tenha a função de in-
terpolação para os deslocamentos. 
M - numero de termos que se deseja que tenha a função de in-
terpolação para as rotações. 
E - módulo de elasticidade, ou módulo de Young. 
G - módulo de elasticidade transversal. 
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C - constante de empenamento 
w 
CT - constante de torção 
1 - momento de inércia da seçao transversal em relação ao ei 
X 
xo x. 
ly - momento de inércia da seçao transversal em relação ao ei 
xo y. 
EY - distância entre o centro de gravidade (CG) e o centro de 
cisalhamento (CC). Se CC estiver acima do CG + EY > O 
e se CC estiver abaixo do CG + EY < O. 
AA - areada seçao transversal da haste. 
DA - distância entre o centro de cisalhamento e a borda supe-
rior. 
DB - distância entre o centro de cisalhamento e a borda infe-
rior. 
H - altura do montante. 
ZP - abscissa do ponto de aplicação da solicitação externa. 
ZT - abscissa da posição do montante, ZT = ZP. 
ZL - comprimento da haste. 
K
1 
- constante torção da mola K1 • 
K2 - constante de torção da mola K2 • 





CASO 1 1 
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- restrição com relação a torção em uma extremidade 
ENGSTI = restrição ativa 
ENGSTl = O outra situação 
restrição com relação a torção nas duas extremidades 
ENGST2 = restrição ativa 
ENGST2 = O outra situação 
- indica que o caso a ser estudado e o nao conservati-
vo, Caso li = O. 
- Indica que o caso a ser estudado e o conservativo, 
Caso t = O. 
CRIT = 1 - indica que se quer determinar qual o parâmetro de car 
ga crrtico no cabo que provoca a instabilidade, sem 
a solicitação externa P. Se CRIT = O, se quer deter-
minar qual o parâmetro de carga da solicitação exte~ 
na P que provoca a instabi !Idade na estrutura para 
uma dada solicitação no cabo. 
P DELTA é incremento que se deve dar a P na pesquisa de seu 
parâmetro crrtico. 
T DELTA - e o incremento que se deve dar a SIG na pesquisa de 
seu parâmetro crrtico. 
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DADOS DE EN· 
TRADA 
GERAÇ,fo DOS COEFICI-
ENTES IE PARÂMETROS 
ADlllf:NCIONA IS 




., •• º· 
" 







CASO 1 ! IGUAL A O. 















CASO I É IGUAL O 
CA LL CARGA 1 
c,..c 
CASO li É IGUAL A O. 







ts I + 1 
!. 8T • NU 
""o 
3 
CRIT. IIUAL A 1 
PNT•PP 
P• P + a 
CRIT. J8UAL A O 
PNT a S,e 
SIG • SJS + Ó. 
• 
2 D 2 
CASO I. IIUAL A O 
CALL 
DETEC 1 
CASO U. IIIJAL A O 
CALL 
D!T!C 2 
CRIT. 18UAL A O 
CAR8A CRITICA 
D! INITAIILln.OE 
NO CAIO __ _ 
CRIT. 18UAL A 1 
CAR8A CIIITICA 
DI PLAllaAHII 





8.5 - MANUAL DE ENTRADA DE DADOS 
N9DE CARTOÊS VARIÁVEIS FORMATO 
1 NP, NE, N,M 4 I 5 
1 E,G, ON, CT, IX,IY,EY 7 E 10.5 
1 AA. DA, DB, H, ZR ZL 6 E 10,5 
l(l,K2, TO 3E 10.5 
1 
ENGSTI, ENGST 2 2 I 5 
CASO I, CASOll, CRIT 3 I5 
1 
P DELTA, T DELTA 2 E 10,5 











===ESTA SUB-ROTI~A MONTA A MATRIZ DO MOVIMENTO OU 
MATRIZ DE MASSA=== 
===FUNCAO OE APRJK!MACAO 00 TIPO SERIE TRIGONOMETR!CA=== 
IMPLICIT REAL *l(A-H,0-Zl 
OIMENS!ON A(50,~0l 
NM=N+M 
===ZERAGEM DA MATRIZ=== 
00 100 J= 1, Nl'l 
DO 100 K=l,NM 
100 A(J,Kl=O• 
UM= l. 
PI= 4. *D A T AN ( U'1 l 
===PARCELA REFERENfE A DESLOCAMENTOS=== 
DO 110 J=l,N 
110 A(J,Jl=Al 
===RESTRICAJ A TJ~:Ao NAS DUAS EXTREMIDADES=== 
IFI ENGST2.EQ.)J c;o TO 140 
===PARCELA REFERENTE A DESLOCAMENTOS E ROTACOES=== 
DO 120 J=l,'l 
JJ=J+N 
41J,JJ)=A2 
120 AI JJ, Jl =A2 
===PARCELA REFERENTE A ROTACOES=== 





e ===RESTRICAJ A TJR:Ao EM UMA EXTREMIDADE=== 
140 IF(ENGSTl.EQ.Ol GOTO 180 
C ===PARCELA RF.FERENTE A DESLOCAMENTOS E ROTACOES=== 
DO 150 J=l,N 





DO 160 J=l,M 
JJ=N+J 
DO 160 K=l,N 
160 A(JJ,K)=A(K,JJI 
C ===PARCELA REFERENTE A ROTACOES=== 








C ===ESTA SUB-ROTINA MONTA A MATRIZ DE RIGIDEZ=== 
c 
C ===FUNCAO DE APROXIMACAO DO TIPO SERIE TRIGONOMETRICA=== 
IMPLICIT REAL *31A-H,0-ZI 
OIMENSION Bl50,5Jl 
NM=N+M 
C ===ZERAGEM DA MAJRIZ=== 
DO 100 J=l,NM 
00 100 K=l,NM 
l 00 8 ! J, K l =O. 
UM= 1. 
PI=4.*DATAN(U'1l 
C ===PAqCELA REFERE~TE A DESLOCAMENTOS--RIGIDEZ A FLEXAO=== 
DO 110 J=l,N 
110 B!J,Jl=Bl*IJ**4l*{PI**41 
C ===~ESTRICAJ I To~:Ao NAS DUAS EXTREMIDADES=== 
IF!ENGST2.EQ.JJ GOTO 130 
C ===PARCELA REFERENfEA ROTACOES--TORCAO E EMPENAMENTO=== 
00 120 J=l,M 
JJ=N+J 
120 B(JJ,JJJ=B2*(J**2l*IPI**2l+B3*IJ**4l*(Pl**4l 
e ===RESTR!CAJ A TDR:Ao EM UMA EXTREMIDADE=== 
130 IFIENGSTl.EQ.Ol GOTO 150 
C ===PARCELA REFERENTE A ROTACOES--TORCAO E EMPENAMENTO=== 
DO 140 J=l,M 
J J= N+J 




===ESTA SUB-ROTINA MONTA A MATRIZ DE RIGIDEZ REFERE~TE A 





e ===FUNCAO DE APROX!MACAO 00 TIPO 
IMPLICIT REAL *31A-H,O-ZI 
_____ !.U' td *~ K 1 .]'IHI 'i:J, 5 () l 
SERIE TRIGONOMETR!CA=== 
2Q5 
C ===RESTRICAO A TOR:AO EM UMA EXTREMIDADE=== 





C ===ZERAGEM DA MATRIZ=== 
DO 100 J=l,NM 
DO 100 K=l,NM 
100 MMIJ,K)=O. 
C ===PARCELA REFERENfE A ROTACOES=== 
DO 11 O J= 1, M 
JJ= N+J 
')0 110 K=l,M 
KK= N+K 
11 O MM ( JJ , K K) =2 *K l * l D SI N ( ( 2 *J - l l * ( PI/ 2. l *PO S l *OS I N ( ( 2 * < -1 l * 






C ===ESTA SUB-ROTINA MONTA A MATRIZ OE RIGIDEZ REFERENTE AS 
C ===MOLAS OE TORCAJ Kl E K2 -- CASO!! ---
C 
C ===FUNCAO OE APRJXIMACAO DO TIPO TRIGONOMETRICA=== 
IMPLICIT REAL *3(A-H,O-Zl 





C ===ZERAGE'1 DAS "IAT{IZES=== 
DO 100 J=l, NM 




e ===RESTRICAO A TJR:Ao EM UMA EXTRE"IIDADE=== 
IF(ENGSTl.EQ.ll GOTO 120 
C ===PARCELA REFERENTE A ROTACOES=== 
DO llO J=l,M 
JJ=N+J 
DO llO K=l,M 
KK= N+K 
11 O M l ( JJ , K K) =2 *K l * l D SI N ( ( 2 *J-1 ) * ( P II 2. l *PO S l «os I N l ( 2 * ~ -1 l * 
e 
1 ( PI /2. l *POS l ) 
120 CONTINUE 
C ===PARCELA REFERE~fE A DESLOCAMENTOS=== 
DO 130 J=l,N 
DO 130 K=l,N 
130 M2(J,Kl=K2*Cl*(JSINIJ*PI*FITl*DSINIK*PI*FITll 
e ===RFSTR!CAO A TOR:Aa EM UMA EXTREMIDADE=== 
!F( E"JGST!.EQ.Ol GO TO 170 
C ===PARCELA REFERENTE A DESLJCAMENTOS E ROTACOES=== 
00 140 J=l,N 
DO 140 K= l, M 
KK=N+K 
l 4íl M ;> f -1. K K l = K? *C: ~ * f íl S [ N 1.1 2* 1-1 l * ( PT/ 2. ) * F l T} *OS T N I K * P l * c!J J l __ 
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DO 150 J=l, M 
JJ=N+J 
DO 150 K=l, N 
150 M2!JJ,Kl=M2!K,JJ) 
C ===PARCELA REFERENTE A ROTACOES=== 
DO 160 J= 1, M 
JJ=N+J 
DO 160 K=l,M 
KK= N+K 
16 O M2 ( JJ, KK) =K2 *C 3 * ! OS I N ( ( 2 *J-1 l * ( P 1/ 2. l *F l T l *OS !N ! ! 2* K- ll * 
e 
l{PI/2.l*F!Tll 
C ===RESTRICAO A TJR:AO NAS DUAS EXTREMIDADES=== 
170 IF!ENGST~.EQ.Ol GOTO 210 
C ===PARCELA REFERENTE A DESLJCAMENTOS E ROTACOES=== 
DO 180 J=l,N 
DO 180 K=l,M 
KK=N+K 
180 M2(J,KK)=K2*C2*(DSINIJ*Pl*F!Tl*DS!N(K*Pl*F!Tll 
DO 190 J=l,M 
J J= N+J 
DO 190 K=l,N 
190 M2(JJ,Kl=M2(K,JJJ 
C ===PARCELA REFERENTE A ROTACOES=== 
DO 200 J=l, M 
JJ=N+J 




C ===SOMA DAS CONTRI3U!COES DE Kl E K2=== 
DO 22 O J= 1, NM 






C ===ESTA SUB-ROTINA 'IONTA A MATRIZ DEVIDO AO TRABALHO REALIZADO 
C PELO ESFORCO AXIAL OE COMPRESSAO NA HASTE=== 
e 
C ===FUNCAO DE APROXIMACAO DJ TIPO SERIE TRIGONOMETRICA=== 
IMPLICIT REAL *>(A-H,0-Z) 
DIMENS!ON CN(50, 50) 
REAL *8 KAPA 
NM=N+M 
Ut-1= 1. 
P !=4.*DATAN (U'I) 
C ===ZERAGFM DA MATRIZ=== 
DO 100 J= l,NM 
DO 100 K=l,NM 
100 CN!J,Kl=O. 
SUP=l. 
I NF =O. 
C ===PARCELA REFERENTE A DESLOCAMENTOS=== 
DO 110 J=l, N 
110 CN! J,,ll=SIG*Dl*( !J*Pll**2l 
e ===RESTRICAO A TJR:Ao EM UMA EXTREMIDADE=== 
JF( ENGSTl .EQ.C)) GO TO 150 
_f __ a==PARrFtA RFFFRF~TF A DFSIOfAMFNTD~ F ROTA(DE~=== 
c 
c 
DO 120 J=l,N 








DO 130 J=l,M 
J J= N+J 
DO 130 K=l,N 
130 CN(JJ,K)=CNIK,JJl 
C ===PARCELA REFERE,rE A ROTACOES=== 
DO 140 J=l,M 
JJ=N+J 
140 CN(JJ,JJJ=SIG*l<APA**2)*Dl*l(!2*J-ll*!Pl/2.ll**2l 
C ===RESTRICAO A TOK:Ao NAS DUAS EXfREMIOADES=== 
150 IFI ENGST2.EQ.O) GO TO 190 
C ===PARCELA REFERE,rE A DESLOCAMENTOS E ROTACOES=== 
DO 160 J=l,N 
J J= N+J 
160 CN!J,JJl=SIG*KAPA*Dl*IIJ*PI 1**21 
DO l 7 O J= 1, M 
J J= N+J 
DO 1 70 K= 1, N 
170 CN(JJ,Kl=CN!K,JJl 
C ===PARCELA REFERE,rE A ROTACOES=== 
DO 180 J=l,M 
J J=N+J 





C ESTA SUB-ROTINA MONTA A MATRIZ DEVIDO AO TRABALHO 
C ~EALIZAOO POR T (REACAO DO MONTANTE NA HASTE) E POR 
C P ( ACA'J EXTER'IJAJ - CASO! 
c 
C ===FUNCAO DE INTERPDLACAO D'J TIPO SERIE TRIGONOMETRICA=== 







C ===ZER/\GEM D/\ MATRIZ=== 
DO 100 J=l,NM 
!JO 100 K=l,NM 
100 CCIJ,K)=O. 
UM= 1. 
P !=4. *DATAN(UM) 
C ===RESTRICAJ A TOR:Ao EM U~A EXTREMIDADE=== 
!F( ENGSTl .EQ.D) GO TO 140 
C ===PARCELA REFERENTE A DESLOCAMENTOS E ROTACOES=== 
DO 11 O J= l, N 
















2 l P 1 /AUX-DCOS I AU<* INF J / 1 AUX**2 l- INF*DS I N I AUX* INF l / AUX 1-1 ')CDS 
31PAR*FIPJ/(PAR**2)+FIP•DSINIPAR•FIPJ/PAR-OCOSIPAR*INF)/IPAR 
4**2 )-INF*DSIN(PAR*INFI /PARI )-P2*l l J•PI l **21 *!DS!N(AUX*SIJPI/ 
512*AUXl-DSINIPA~*SUP)/l2*PARl-DSIN(AUX*FIP)/(2*AUXl+DS1N 




DO 120 J=l,M 
J J= N+J 
DO 120 K=l,N 
120 CC!JJ,Kl=CCIK,JJl 
C ===PARCELA REFERENíE A ROTACOES=== 
DO 130 J=l,M 
JJ= N+J 






ll l - 1 S IG*C K• E TA l * ( OS I N ( F*I P 1/ 2.) •F I T) *D SI N ( T* {PI/ 2. 1 *F I T l l 
C ===RESTRICAJ A TO~CAO NAS DUAS EXTREMIDADES=== 
140 IF(ENGST2.EO.O) GOTO 190 
C ===PARCELA REFERE~fE A DESLOCAMENTOS E ROTACOES=== 
00 150 J=l,N 
c 
DO 150 K=l,M 
KK=N+K 




























GO TO l 50 







7 ( 2 *J * P l *F IP J / { 8 * { J *PI J ** 2 ) l 
150 CONTINUE 
DO 170 J=l,M 
JJ=N+J 
DO 170 K=l,N 
170 CC(JJ,K)=CC(K,JJ) 
C ===PARCELA REFERENTE A ROTACJES=== 
DO 180 J=l,M 
e 
JJ=J+N 







SUBROUTINF. CARG<\2 (N,M, T1, TZ,T3 ,FIP,SIG,GAMA,PP, ENGSTl, 
lENGST 2, CC J 
e 
C ESTA SUB-ROTINA MONJA A MATRIZ DEVIDO AD TRABALHO 
C ~EALIZADO POR T (REACAO DO MONTANTE NA HASTE) E POR 
C P ( ACAO EXTERNAI - CASO!! 
C ===FUNCAD DE !NTER?OLACAO DO TIPO SERIE TRIGONOMETRICA=== 




S U P= l. 
INF=O. 
F IT =F IP 
NM=N+"I 
Pl =PP*{ 1-Fl P l 
P2=Pº*FIP 
===ZERAGE'I DA MATFl.ll=== 
DO 100 J=l,NM 




===PARCELA REFERENfE A DESLOCAMENTOS=== 
DO 110 J=l,N 
DO 11 O K= 1, N 
110 r:r:1.I.Kl=S.IG*Tl *I JSfNl.l*PT*FUl*ílSTN(K*PT*FlTJJ 











===RESTRICAJ A Ta~:Ao EM UMA EXTREMIDADE=== 
I F( ENGSTl .EQ.JJ GO TO 150 
===PARCELA REFERENfE A DESLOCAMENTOS E ROTACOES=== 
DO 120 J=l,N 











9) /PAR -OCO SI PA q_*F l PJ/ ( PAR **2) -F I P•O SI NI P AR*F IP) /PAR l ) 
00 130 J=l,M 
JJ=N+J 
DO 130 K=l,N 
130 CC(JJ,Kl=CCIK,JJJ 
C ===PARCELA REFERENfE A ROTACOES=== 
DO 140 J=l,M 
J J= N+J 







C ===RESTRICAJ l TJ~:AO NAS DUAS EXTREMIDADES=== 
150 IF l ENGSTZ. EQ.Ol GO TO 200 
C ===PARCELA REFERENíE A DESLOCAMENTOS E ROTACOES=== 
00 160 J=l,N 
e 
00 160 K= 1, M 
KK=N+K 






































Díl 180 J= 1, M 
JJ= N+J 
DO 180 K=l,N 
180 CCIJJ,K)=CC(K,JJ) 
C ===PARCELA REFERENíE A ROTACOES=== 
DO 190 J=l,M 
JJ=J+N 






R E TURN 
END 
SUBROUTINE DETECl(B,CN,A,N,M,FIP,SIG,CK,GAMA,ENGSTl.,ENGSTZ, 
1 P , P NT , E I G V, E I G V v , N N , CRI T, O 1 , K A P A l 
C ESTA SUB-ROTINA DETECTA POR MEIO DE ITF.RACOES SUCESSIVAS 
C O PARAMETRO DE :ARREGIMENTO CRITICO TANTO PARA P COMO 
C PARA TO (TENSAO ~o CABO) - CASO[ 
IMPLICIT REAL *3(A-H,O-Z) 
~EAL *8 KAPA 
D I ME NS I ON A 1 50, 5 O ) , fl 1 50, 5 O) , C { 50, 50) , O ( 50, 5 O l , Q 1 50, 50 l , X l 50 





IFICR!T.EQ.Ol GJ TO 800 
PTl=EIGVVCNNl*ISIG-PNTJ/IE!GVVINNl-E!GVINN)l+PNT 
PT=P 
800 :ONTI NUE 













DO 500 J=l,NM 
DO 500 K=i,NM 




20 FORMAT( // /,lOX ,• PT=' ,E15.51 
WR[TE(/\I0,30)PT1 
30 FORMATl///,lOX,'S IG= 1 ,El5.5) 
CALL REAUVA!O,Q,X,EEIGV,NMI 
EIGVT=EEIGV(N/\ll 
IF(OA~S(EIGVTJ._E.ERRORJ GOTO 200 
IFIEIGVT)l00,20J,300 
100 CONTINUE 
IF!CRIT.EQ.O) GJ TO 600 
XX=E!GVV(NNl*ll'Tl-PNTJ/IEIGVVINNI-EIGVTII 
PTl=PNT+XX 




GO TO 400 
300 CONTINUE 
!F{CRIT.EQ.O) GJ TO 700 
XX=EIGV(NNl*l(SIG-PTll/(EIGVT-EIGVINNJI 1 
PTl=SIG+XX 















ESTA SUB-ROTINA DETECTA POR MEIO DE ITERACOES SUCESSIVAS 
O PARAMETRO DE CARREGAMENTO CRITICO TANTO PARA P COMO 
PARA TO ITENSAO NO CABO) - CASO!! 
IMPL!CIT REAL *31A-H,O-Z) 
REAL *8 KAPA 
DIMENSION EIGV{50J,BC50,50l,0(50,501,EEIGV(501,A(50,501, 



















DO 500 J=l,NM 







30 FORMA TI ///,lOX,' S IG=' ,E15.5J 
CALL REAUVA!O,Q,X,EEIGV,NM) 
E! GVT=EEIGVINNJ 
IFCOABSIEIGVT)._E.ERRORl GOTO ZOO 
IF!EIGVT)lOO,ZOJ,300 
100 CONTINUE 







GO TO 400 
300 CONTINUE 





XX=EIGV(NNl*IIP-PT) /(EIGVT-EIGVCNNJ )l 
PT=P+XX 










C ESTA SUB-ROTl~A RESOLVE O PROBLEMA DE AUTO-VALORES PELO 
C METOOO DAS ROTA;JES SIMULTANEAS DE JACOBI(INTERACAJ 
C EM SUB-ESPACOl 






í)n líl l=l .NMJV 
D! I 1 =A ( I, I l /B ( I, I 1 
10 EIGV(I)=D{I) 
I F ( N-114, 5, 4 
5 CONTINUE 
RETURN 
4 DO 30 T=l,N 
DO 20 J=l,N 
20 X(! ,J l=O. 
30 X ( I , I 1 = 1 • 
NSWEP=O 
NR=N-1 
C ***INICIO DAS !TER.COES*** 
e 
WRI TE (LW, 10051 
214 
1005 FORMAT(///lOX,'ITERACAO EM REAUVA N0.',10X,'0S AUTOVALORES' 
1, • NESTA ITERACAJ ,JA CONVERG!OOS,SAO' 1 
40 NSWEP=NSWEP+l 
~PS=!O.Ol**NSWE?J**2 
DO 50 J=l,NR 
JJ=J+l 





T 8 = '31 J , J 1 *B ( K, K 1 
ETOLB=TT/TB 
IF(ETOLA-EPS16,7,7 








1004 FORMAT(//lOX,'E~ REAUVA SE OBTEM RAIZ QUADRADA DE UM' 























IF( JMl-ll 120,llJ, 110 
110 00 105 I=l,JMl 
A J= A! 1, J l 
BJ=B!I,Jl 
AK=AI I,KJ 
BK=BI !, Kl 
AI I ,Jl=AJ+CG*l\K 
B ! 1 , J l = BJ +C G*BK 
A ( 1, K)=AK+CA*l\J 
105 B!I,Kl=BK+CA*BJ 
120 IF(KP1-Nll30,13J, 140 
130 00 125 l=KPl,N 
A J= A ( J, I l 
BJ=B( J, I l 
AK=A!K,U 
BK=B!K,Il 
A( J, I )=AJ +CG*A< 
B!J,I l=BJ+CG*BK 
AI K ,I l=AK+CA*AJ 
125 BIK, 1 )=BK+CA*BJ 
140 IFIJP1-KM1)15J,150,180 
150 OJ 160 I=JPl,K'-11 
A J= AI J, I l 
BJ=BI J, I l 
AK=A( !,Kl 
BK=BII,KI 
A( J,! J=AJ+CG*AK 
B{J ,I )=BJ+CG*BK 
AI !,KJ=AK+CA*AJ 













00 190 !=1,N 
XJ=X( ! ,Jl 
XK=Xl!,Kl 




C ***ESTUDO DA CONVE~GENCIA*** 
e 
DO 240 J=l,N 
TOL=OA8S(ERRO*Dl!)) 




C ***ESTUDO DOS ELEM2NTDS FORA DA DIAGONAL*** 
e 
EPS=ERR0**2 
on ?&o J=l ,NR 
~~- ·F:rJ=J+1 - , 
i\/Db 260 K=JJ,N 
-~ ... ~T'f=A{ J, K) *A { J, Kl 
2.16 
e 








DO 310 i=l,N 
DO 310 J=l,N 
B(J,Il=B( I,J) 
310 A(J,IJ=A{ 1,Jl 
:;o TO 2 l 
300 DO 320 i=l,N 
320 D(ll=EIGV{Il 
IF(NSWEP-NSMAXl+0,13,13 
13 DO 330 l=l,N 






DO 220 I=l,N 
220 EIGV(Il=A!I,Il/3(!,Il 





JF ( REDR. EQ. Ol GJ TO 35 
NVl=N-1 
1440 I S=O 
DO 1400 !=1,NVl 
IF{ EIGV( IH J-EJ.,1/ 1 I l )33, 1400, 1400 
33 ! S=IS+l 
BT=BI I+l, I+ll 
D T = E I GV ! ! + l ) 
B! I+l,I+ll=B(I,Il 
E I GV { I + l.l =E IGV ! I l 
BI I ,1 )=BT 
ElGV{ I l =DT 
00 1420 K=l,N 
TEMP=X(K, I+l) 
X!K,I+ll=X(K,I) 
1420 X(K, I l=TEMP 
1400 CONTINUE 
I FC IS l 1440, 35, 1440 
35 CONTINUE 
R f' TURN 
END 
C***************************************************************• 
C PROGRA~A PRINCIPAL 
IMPL!CIT REAL *:li A-H,0-ZJ 
REAL *8 IX,IY,Kl,K2,KAPA,MM(50,50l 
fJ 1 M PJ<; T ON A 1 5 O. 'i O l • F\ { 'i O. 'i OI • r.l 5 O • 'i O ) • Q 1 'iO , 'i n l • n 1 'i O • 'i O 1 , 
. 217 .. _ _ 




41 FORMATl//,T30,'J\J!DADES ADOTADAS' ,//,T32,'AREA(CM**2)',/, 
1T32, 1 FJRCA(KG"11' ,/,T32,''100ULO DE ELAST.(KGM/CM**Zl',/,T32, 
2'MOM. DE INERCl4(CM**4l',/,T32,'COMPRIMENTO{CMl',/l 













15 FORMAT(///,ZOX,'ESTRUTURA NUMERO=',I5) 
WR!TE(NO, 171 
17 FORMAT(///,20X,'*** DADOS DA ESTRUTURA ***',////,15X,'**CA' 
1, 'RACTERI sr ICAS F I SICAS**') 
l-lRTTE!NO, l9JE,G 
19 FORMAT(//,lOX,'E=',Fl0.5,llX,'G=•,El0.5) 
WR ITE(NO, 21 J 







2, 'DA=',El0.5,lOX, 'DB=•,El0.5,/,9X,'ZL=' ,El0.5,lOX, 
3'ZP=' ,El0.5,/,lOX,'H=' ,El0.5) 
WRITEIN0,25} 
25 FORMATl//,9X,•CJNSTANTES DE RIGIDEZ OAS MOLAS DE TJRCAJ'l 
WRITEI\J0,271Kl,K2 
27 FORMIIT(//,9X,'Kl=',El0.5,10X,'K2=',El0·•5) 
WR! TE (N0,29 l TJ 
29 FORMAT(//,9X,'T~~SA0 NO CAB0= 1 ,El0.5) 
lF(ENGSTl.EQ.11 WRITE(ND,3l)ENGST1 
31 FORMAT(//,15X,'~A RESTR!CAO A TORCAO EM UMA EXTREMIDADE,' 
1,' EI\IGSTl=', I5l 
IF(ENGST2.EQ.ll WQITE(N0,331ENGST2 
33 FJRMAT(//,15X,'-JA RESTRICAO A TORCAO NAS DUAS EXTREMIDIIDES' 
1 , ' , E NGS T 2= ' , 1 51 
IF(CASOI.EQ.ll dRITE(N0,351 
35 FORMAT(//,15X,•:AS0l=ENGASTAMENTO PERFEITO ENTRE O•, 
11 MONTANTE E A HI\STE'l 
IF!CASJII.EQ.ll WRITEIN0,371 
37 FORMATl//,15X,':ASO!I=ENGASTAMENTO ELASTICO ENTRE J•, 
1' MONTI\NTE E A -JASTE' 1 
WRITE(N0,39)P1ELTA,TDELTI\ 
39 FORMATl//,15X,'INCREMENTOS DE CARGA',/,15X,'PDELTA=', 
lE 1 O. 5, / , 1 5 X, ' T Oi: L TA=' , E 1 O. 5 l 












CO EF2= E*CH/ ( ZL **2 *COC l 
HH= H+[)B 
CA=DSQRTIZP**2+,H**21 
CB= OSQR T( ( ZL-ZP l * *2+HH**2 l 
S!G=TO*(Zl**2)/;DC 
C PARA SE OBTER SIG CRITICO,FAZER CRIT=l 
IF(CRIT.EQ.llSI;=O. 
C ===GERACAO DAS CONSTANTES=== 
e 
A l= 1. 
A2=KAPA 
A3=(ALFA+BFTAJ/!ZL**2l+(KAPA**2l 
B l= t. /COEFl 
B2=COEF1 







CK=2*11CB+CAl*Hrl/ (CA*CBl l 
f l=CK*I Zl /H l 
T2=CK*( DB/H.I 
T3=CK*(OB**2/(H*Zll+DB/Zll 
N M= N+M 








IF(CASOI.EQ.01 ;o TO 250 




IF(CASO!I.EQ.O) GOTO 260 
c 





00 110 J=l,NM 
DO 110 K=l,NM 
110 B!J,K)=BIJ,K)+MM(J,K) 
190 CONTINUE 







WR [TE{NO, ll PP 
l FORMAT( // ,IOX, 1 P=', El5.5l 
WRITE(N0,9) SIG 
9 FORMAT(//,10X,'S1G=',El5.,5) 
IFCCASOJ.EQ.Ol ;J TO 270 




IFCCASO!I.EQ.Ol GOTO 280 
c 
C ===CHAMADA DA SUB-{OTINA CARGAZ=== 
e A L L C A RG AZ ( N' M I T 1 ' T 2 'T 3 ' F I p ' s J G' GAMA ' p p' ENG s T 1 ' ENG s T 2 ' C e l 
280 CONTINUE 
00 120 J=l,NM 
DO 120 K=l,NI' 
Q(J,Kl=A(J,Kl 
CIJ,Kl=CCIJ,Kl+:N!J,Kl 
120 OCJ,Kl=B(J,Kl-C(J ,KJ 
C ===CHAMADA DA SUB-<OTINA REAUVA=== 
CALL REAUVA!D,Q,X,EIGV,NM) 
I=O 
170 I= I+l 
!F(I.GT.NMJ GOTO 130 




IF!CRIT,EQ.ll ;J TO 240 
PNT=PP 
P=P+POELTA 
GO TO 180 
240 CONTINUE 
IF(CRIT.EQ.Ol GJ TO 200 
PNT=SIG 
SIG=SIG+TDELTA 





7 FORMAT(///,'***JTJLIZACAO DA SUBROTINA OETECT PARA DETERMI' 
l,'NAR O PARAMET,O DE CARGA CRITICO***') 
IF(CASOI,EQ,O! :;o TO 290 




JFICASOII,EQ,Ol GOTO 210 





_C.-===IMPRFSSAO DOS RESlJLTAílOS=== 
• 
220 
!F!CRJT.EQ.Ol GJ TO 230 
WR!TE(N0,11) 
11 FORMAT(//,20X,'***TENSAO NO CABO QUE PROVOCA INSTABILIDADE' 
l, '* ** ' ) 
WR!TE(NO, 13 )S!G 
13 FJRMATl23X,'TO ;RITICO=',E20.8l 
230 CONT l'llJ E 
IF(CRIT.EQ.ll GJ TO 220 
1-IRITEIN0,3) 
3 FORMAT!//,20X,'***CARGA CRITICA DE FLAMBAGEM***',//1 
WRT TE (NO, 51 P 
5 FORMAT(23X,'P C~!TIC0=',E20.8l 
220 CONTINUE 
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